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↑ Tangentensteigung

Gegeben ist die Funktion f(x) = x2.

Um die Steigung der Tangente im Punkt P
(
1 | 1

)
zu bestimmen1, ermitteln wir

zunächst die Steigung der Sekante durch P
(
1 | 1

)
und Q

(
|

)
.

Q soll so beweglich sein, dass er sich auf dem Graphen in Richtung P verschieben lässt.
Ein Steigungsdreieck der Tangente ist blau gefärbt.

1

2

3

4

5

P (1 | 1)

Q
(

|
)

x

y

1

bc

bc

↑ c© Roolfs

1Die Kenntnis der Steigungen wird es uns ermöglichen, die Minima/Maxima zu berechnen.

An diesen Stellen ist die Steigung null.
1



↑ Mit der Lupe betrachtet

1 2

1

2

3

4

P (1 | 1)

x

y

f(x) = x2

bc

∆x

∆y

bc

Letztendlich liegt ein linearer (proportionaler) Zusammenhang von ∆x und ∆y vor.
Diese Größen können beliebig klein werden, der Quotient hat eine andere Größenordnung.

Der Proportionalitätsfaktor ist die gesuchte Tangentensteigung.

Newton sprach angesichts
∆y

∆x
=

(1 +∆x)2 − 1

∆x
= 2 +∆x

vom
”
letzten Verhältnis (hier 2) verschwindender Größen“.

Leibniz bezog sich häufig auf das blau gefärbte Dreieck.

↑ c© Roolfs
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↑ Tangentensteigung als Grenzwert

Tangentensteigung für f(x) = 2x an der Stelle x0 = 0

1 2-1

1

2

3

4

y

u
︸ ︷︷ ︸ x

y

f(x) = 2x

∆x

∆y

bc

bc

m1 = 1

m2 = 0,82842 . . .

m4 = 0,75682 . . .

m8 = 0,72406 . . .

m16 = 0,70838 . . .

m32 = 0,70070 . . .

m64 = 0,69691 . . .

m128 = 0,69502 . . .

m256 = 0,69408 . . .

m512 = 0,69361 . . .

m1024 = 0,69338 . . .

m2048 = 0,69326 . . .

m4096 = 0,69320 . . .

m8192 = 0,69317 . . .

m16384 = 0,69316 . . .

m32768 = 0,69315 . . .

−→ 0,693147 . . .

mn ist der Differenzenquotient
∆y

∆x
=

f(x+∆x) − f(x)

∆x
für ∆x =

1

n
, siehe GeoGebra Sekante.

Die Folge erzeugt den Grenzwert ln(2). Mit größer werdendem n werden immer weitere

gültige Nachkommastellen enthüllt. Die Tangentensteigung wird als Bruch y/u veranschaulicht
(y-Wert/Subtangente, siehe blau gefärbtes Steigungsdreieck der Tangente).

Es gilt eln(2) = 2. Die Zahl e lernen wir in Jg. 12 kennen. Die Berechnung der Tangentensteigung
wird im Folgenden wesentlich vereinfacht, letztendlich ist sie im Kopf möglich. An diesem Beispiel
soll der Zusammenhang von Differenzenquotient, Grenzwert und Tangentensteigung aufgezeigt
werden.

ln(2) = 0,693147180559
945309

417
23

21
21

45
8
17
65
68075500

↑ c© Roolfs
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↑ h-Methode

Gegeben ist die Funktion f(x) = x2.

Um die Steigung der Tangente im Punkt P
(
1 | 1

)
zu bestimmen, ermitteln wir

zunächst die Steigung der Sekante durch P
(
1 | 1

)
und Q

(
1 + h | (1 + h)2

)
.

mSekante =
(1 + h)2 − 1

h

=
1 + 2h+ h2 − 1

h

=
2h+ h2

h

mSekante = 2 + h

mTangente = lim
h→0

(2 + h) = 2

1

2

3

4

5

P (1 | 1)

Q(1 + h | (1 + h)2)

h

x

y

1

bc

bc

Begründung für den letzten Schritt:
Je kleiner h ist, umso besser approximiert die Sekantensteigung die Tangentensteigung.
Um dieses zu verdeutlichen, wählen wir für h Werte, die gegen null streben und betrachten
die Sekantensteigungen:

h1 = 0,1 m1 = 2,1

h2 = 0,01 m2 = 2,01

h3 = 0,001 m3 = 2,001

h4 = 0,0001 m4 = 2,0001

h5 = 0,00001 m5 = 2,00001

. .

. .

. .

Die Folge der stets besser werdenden Sekantensteigungen strebt (monoton fallend, d.h.
die Folgenglieder werden immer kleiner) gegen den Wert 2,0000 ..., also 2. Der Grenzwert
(Limes) beträgt 2. Das muss die Tangentensteigung sein.

↑ c© Roolfs
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↑ Intervallschachtelung

Wir gehen der Frage nach, wie man aufgrund von Näherungen
zu einem exakten Ergebnis gelangen kann.

Welches a ist hier nur möglich?

a) 1,7 < a < 2,4
1,97 < a < 2,04
1,997 < a < 2,004
1,9997 < a < 2,0004

.

.

.

b) −0,5 < a < 0,4
−0,04 < a < 0,05
−0,005 < a < 0,004
−0,0004 < a < 0,0005

.

.

.

c) −1
2 < a < 1

3

−1
4 < a < 1

5

−1
6 < a < 1

7
.
.
.

Um zu erkennen, auf welchen Wert sich eine Intervallschachtelung zusammenzieht,
reicht die Kenntnis der rechten (bzw. linken) Intervallgrenzen aus.

Sprechweisen:

Die Folge (der Intervallgrenzen) strebt gegen a,
die Folge konvergiert gegen a,
der Grenzwert ist a,
der Limes ist a,
lim
n→∞

an = a

↑ c© Roolfs
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↑ Tangentensteigung h-Methode

Gegeben ist die Funktion f(x) = x2.

Um die Steigung der Tangente im Punkt P
(
a | a2

)
zu bestimmen, ermitteln wir

zunächst die Steigung der Sekante durch P
(
a | a2

)
und Q

(
a+ h | (a+ h)2

)
.

mSekante =
(a+ h)2 − a2

h

=
a2 + 2ah+ h2 − a2

h

=
2ah+ h2

h

mSekante = 2a+ h

mTangente = lim
h→0
h 6=0

(2a+ h) = 2a

Obwohl h 6= 0 sein muss, fällt scheinbar wider-
sprüchlich das h bei der Grenzwertbildung weg.
Alle Summanden, die h enthalten, würden wegfallen.

P (a | a2)

Q(a+ h | (a + h)2)

h

xa

y

bc

bc

f ′(a) = lim
h→0
h 6=0

f(a+ h)− f(a)

h
ist (Definition) die Ableitung einer beliebigen Funktion f

an der Stelle a. Die Ableitung an der Stelle a entspricht der Steigung (hier) mTangente = 2a,

die die Tangente des Graphen an der Stelle a besitzt. Denn es gilt:

Je kleiner h in mSekante = 2a+ h ist, umso besser nähert die Sekante die Tangente an.

Die Differenz |mSekante −mTangente | = h kann nur für mTangente = 2a beliebig klein werden.

Die Schreibweisen f ′, f ′′, f ′′′ gehen auf Lagrange 1736 -1813 zurück.

Leibniz schrieb für die Ableitung
dy

dx
.

↑ c© Roolfs
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↑ Ableitungsfunktion f ′

a) Zwei geradlinig verlaufende Straßenabschnitte unterschiedlicher Höhe werden durch eine
Kurve verbunden. Skizziere die Ableitungsfunktion.
Diese Funktion gibt an jeder Stelle x die Steigung (d.h. Tangentensteigung) der Kurve an.

x

y

bc

bc

b) Skizziere für diesen Kurvenverlauf die Ableitungsfunktion.

x

y

bc bc

↑ c© Roolfs
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↑ Ableitungsfunktion f ′

a) Zwei geradlinig verlaufende Straßenabschnitte unterschiedlicher Höhe werden durch eine
Kurve verbunden. Skizziere die Ableitungsfunktion.
Diese Funktion gibt an jeder Stelle x die Steigung (d.h. Tangentensteigung) der Kurve an.

x

y

bc

bc

b) Skizziere für diesen Kurvenverlauf die Ableitungsfunktion.

x

y

bc bc

↑ c© Roolfs
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↑ Tangentensteigung h-Methode

Gegeben ist die Funktion f(x) = x3.

Um die Steigung der Tangente im Punkt P
(
a | a3

)
zu bestimmen, ermitteln wir

zunächst die Steigung der Sekante durch P
(
a | a3

)
und Q

(
a+ h | (a+ h)3

)
.

mSekante =
(a+ h)3 − a3

h

=
(a+ h)(a+ h)(a + h)− a3

h

=
(a3 + 3a2h+ . . . h2 + h3)− a3

h

mSekante = 3a2 + . . . h + h2

mTangente = lim
h→0

(3a2 + . . . h + h2 ) = 3a2

P (a | a3)

Q(a+ h | (a + h)3)

h

xa

y

bc

bc

(a+ h)3 = (a+ h)(a+ h)(a + h) = a3 + 3a2h + 3ah2 + h3

↑ c© Roolfs
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↑ Vereinfachung

(a+ h)3 = (a+ h)(a+ h)(a + h) = a3 + 3a2h + 3ah2 + h3

Es ist nicht erforderlich, die Klammern aufzulösen.
Wie kann der wesentliche Term 3a2h ermittelt werden?

a

h

a

h

a

h

Die Produkte, die beim Ausmultiplizieren entstehen, entsprechen den Pfaden.
Aus jeder Klammer von (a+ h)(a+ h)(a + h) wird a oder h ausgewählt.
a3 entspricht dem Pfad aaa.
Zu 3a2h (nur ein h!) gibt es die Pfade aah, aha und haa.

Wie lautet für (a+ h)4 der Term, der nur ein h enthält,
und wie der für (a+ h)5?

↑ c© Roolfs
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↑ Tangentensteigung h-Methode

Gegeben ist die Funktion f(x) = x4.

Um die Steigung der Tangente im Punkt P
(
a | a4

)
zu bestimmen, ermitteln wir

zunächst die Steigung der Sekante durch P
(
a | a4

)
und Q

(
a+ h | (a+ h)4

)
.

mSekante =
(a+ h)4 − a4

h

=
(a+ h)(a+ h)(a + h)(a+ h)− a4

h

=
(a4 + 4a3h+ . . . h2 + . . . h3 + h4)− a4

h

mSekante = 4a3 + . . . h + . . . h2 + h3

mTangente = lim
h→0

(4a3 + . . . h + . . . h2 + h3 ) = 4a3

P (a | a4)

Q(a + h | (a+ h)4)

h

xa

y

bc

bc

(a+ h)4 = a4 + 4a3h+ 6a2h2 + 4ah3 + h4

↑ c© Roolfs
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↑ Regel für einen konstanten Faktor

Gegeben sind die Funktionen f(x) = x2 und g(x) =
1
2 x

2.

Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Steigungen?
Verallgemeinere diesen.

xa

y

bc

bc

f

g

xa

y

bc

bc

↑ c© Roolfs

Leite ab.

a) f(x) = −5x2

b) f(x) = x · x2

c) f(x) =
1
4
x3 + 2

12



↑ Regel für einen konstanten Faktor

Gegeben sind die Funktionen f(x) = x2 und g(x) =
1
2 x

2.

Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Steigungen?
Verallgemeinere diesen.

xa

y

bc

bc

f

Der Graph von f wird mit dem Faktor 1
2 in y-Achsenrichtung gestaucht.

Die Steigung an der Stelle a halbiert sich.

f ′(x) = 2x

g′(x) = 1
2 · 2x = x

g(x) = kf(x)

g′(x) = kf ′(x)

g

xa

y

bc

bc

↑ c© Roolfs
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↑ Regel für einen konstanten Summanden

f(x) = x2 + 3

f ′(x) =?

Welches Schicksal widerfährt dem konstanten Summanden?

bc

bc

bc

x

y

↑ c© Roolfs
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↑ Summenregel

Gegeben sind die Funktionen f(x) =
1
2 x

2, g(x) =
1
2 x

3 und

k(x) = f(x) + g(x). Wie lautet k′(x)? Verallgemeiner dies.

1 2 3 4

2

4

6

8

x

y

bc

f

1 2 3 4

2

4

6

8

10

12

14

16

x

y

bc

g

1 2 3 4

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

x

y

bc

f + g

↑ c© Roolfs

Leite ab.

a) f(x) = x3 − 4x2 + 3

b) f(x) = x2 + x− 6

c) f(x) =
1
4
x3 − 2x2 + 3x+ 5

Die Ableitung f ′ kann z.B. mit (Y1 = f(x))
Y2 = nDeriv(Y1, X, X) gezeichnet werden.

15



Steigung an einer Stelle mit dem GTR:
MATH | 8: nDeriv aufrufen
(derivation, Ableitung).
nDeriv(Funktionsterm oder z.B. Y1, X, Stelle), X ist der Variablenname.

16



↑ Quintessenz

f(x) = 1
4x

3 − 2x2 + 3x + 2 Zahl als Summand fällt raus.

f ′(x) = 1
4 · 3x2 − 2 · 2x + 3 Diese Zeile wird übersprungen.

f ′(x) = 3
4 · x2 − 4x + 3

Potenzregel:

f(x) = xn

f ′(x) = nxn−1

Faktorregel: Zahl als

Faktor bleibt erhalten.

Ableitung (Steigung) m = 3

1 2 3 4 5

-1

-2

1

2

3

4

x

y

f ′

f

bc

bc

Die Ableitung f ′ gibt für jede Stelle a die Steigung m der Tangente
im Punkt P

(
a | f(a)

)
an, es ist m = f ′(a).

Das Vorzeichen von f ′(a) gibt Auskunft über das Steigen und Fallen von f .

↑ c© Roolfs
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↑ Leibniz calculus differentialis um 1674

x

y

dy
dx

︸ ︷︷ ︸
u

dy
dx

=
y
u

bc

y = x3

y + dy = (x+dx)3 Wird x um dx vergrößert, so verändert sich y um dy.

dy = x3
+3x2dx+3x(dx)2 +(dx)3− x3 x3 für y eingesetzt.

= 3x2dx Potenzen der Differentiale wie (dx)2, (dx)3,
also Fehlerterme, die bei fortschreitender
Approximation vernachlässigbar sind, entfallen.

dy

dx
= 3x2 Dem Nullsetzen dieser Terme liegt der Grenzprozess dx → 0 zugrunde.

Die Leibnizsche Methode mit den Differentialen dx, dy vereinfacht die Schreibweise, d von lat.

differentia. Mit
dy
dx

wird die Ableitung bezeichnet. Die
”
unvergleichbar kleinen“ Größen

dx, dy (Leibniz) eines Steigungsdreiecks werden so klein gewählt, dass die längste Seite mit
dem letztendlich geradlinigen Kurvenverlauf bis auf einen zu vernachlässigenden Fehler über-
einstimmt. Auch wenn dx und damit dy verschwindend klein sind, so wird deren Verhältnis
mit u (Subtangente) und y (Funktionswert an der Stelle x, siehe Abb.) ersichtlich. dx wird
vermeintlich anschaulich, jedoch irritierend, häufig als

”
unendlich klein“ angenommen. Beispiel:

y = x3, x = 2, dx = 0,0001, dy = f(x+ dx)− f(x) = 0,00120006, dy = f ′(x)dx = 12dx = 0,0012

Mit der Bezeichnung
”
unendlich klein“ wird die Hemmschwelle für das Streichen der Potenzen

der Differentiale gesenkt, der zugrunde liegende Grenzprozess bleibt unerwähnt.

y = u · v u und v sind Funktionen von x.

dy = (u+ du) · (v + dv)− u · v

= u · dv + v · du+ du · dv

= u · dv + v · du Differential du · dv entfällt.

dy
dx

= u dv
dx

+ v du
dx

Produktregel

↑ c© Roolfs

Baumann & Kirski, Befürworter der Nonstandard Analysis, behaupteten unzutreffend, dass Leibniz

und Newton infinitesimale Größen als betragsmäßig kleiner als jede positive reelle Zahl, aber ungleich

null, verwendeten. Für den holländischen Mathematiker Nieuwentijt (1654-1718) war eine infinitesi-

male Größe kleiner als jede andere endliche Größe. Leibniz widersprach.

18



1. Wie groß ist die Fläche, die die Tangente an der Stelle x = 1
mit den Koordinatenachsen einschließt?

x

y

f(x) = −1
2 x

2 + 3 bc

2. Welcher max. Steigungswinkel muss beim Fahren über den Hügel bewältigt werden?

x

y
f(x) = − 1

18 x
2 + 2

↑ c© Roolfs
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1. Wie groß ist die Fläche, die die Tangente an der Stelle x = 1
mit den Koordinatenachsen einschließt?

x

y

f(x) = −1
2 x

2 + 3 bc

Tangentengleichung: y = −x+
7
2

A =
1
2 · 72 · 72 =

49
8

2. Welcher max. Steigungswinkel muss beim Fahren über den Hügel bewältigt werden?

x

y
f(x) = − 1

18 x
2 + 2

f ′(−6) =
2
3

α = 33,7◦

Ergänzung:
Wie groß ist der Steigungswinkel an der Stelle x = 3? −18, 4◦

↑ c© Roolfs
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3. Gegeben ist die Funktion f(x) = −1
4 x

2 + x+ 3.

Bestimme

a) die Nullstellen

b) die x- und y-Koordinate des Scheitels.

c) Bestimme die Gleichungen der Tangenten in den Nullstellen.

4. Gegeben ist die Funktion f(x) =
1
6
x3 +

1
2
x2.

Bestimme

a) die Nullstellen

b) die x- und y-Koordinaten der Punkte mit waagerechten Tangenten.

↑ c© Roolfs
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3. Gegeben ist die Funktion f(x) = −1
4 x

2 + x+ 3.

Bestimme

a) die Nullstellen x1 = −2, x2 = 6

b) die x- und y-Koordinate des Scheitels. S
(
2 | 4

)

c) Bestimme die Gleichungen der Tangenten in den Nullstellen.

Tangente an der Stelle x1: y = 2x+ 4

Tangente an der Stelle x2: y = −2x+ 12

1 2 3 4 5 6-1-2-3

-1

-2

1

2

3

4

x

y

bc

4. Gegeben ist die Funktion f(x) =
1
6 x

3 +
1
2 x

2.

Bestimme

a) die Nullstellen x1 = −3, x2 = 0

b) die x- und y-Koordinaten der Punkte mit waagerechten Tangenten.

E1(− 2 | 23 ), E2

(
0 | 0

)

1 2-1-2-3-4

-1

-2

1

2

3

x

y

bc

bc

↑ c© Roolfs
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5. Gegeben ist die Funktion f(x) = −1
4 x

4 + x3.

Bestimme

a) die Nullstellen

b) die x- und y-Koordinaten der Punkte mit waagerechten Tangenten.

6. Gegeben ist die Funktion f(x) = −x2 + 2x+ 3.

a) Ermittle die Steigungen in den Nullstellen.

b) An welcher Stelle beträgt die Steigung 1, an welcher Stelle −1?

c) Untersuche, ob die Gerade y = −6x+ 20 eine Tangente ist.

7. Skizziere die Ableitungsfunktion von f .

1 2 3 4 5 6 7 8 9-1

-1

-2

-3

1

2

3

4

f

x

y

↑ c© Roolfs
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5. Gegeben ist die Funktion f(x) = −1
4 x

4 + x3.

Bestimme

a) die Nullstellen x1 = 0, x2 = 4

b) die x- und y-Koordinaten der Punkte mit waagerechten Tangenten.

E1

(
0 | 0

)
, E2(3 | 27

4
)

1 2 3 4-1-2

-1

-2

1

2

3

4

5

6

x

y

bc

bc

6. Gegeben ist die Funktion f(x) = −x2 + 2x+ 3.

a) Ermittle die Steigungen in den Nullstellen. f ′(−1) = 4, f ′(3) = −4

b) An welcher Stelle beträgt die Steigung 1, an welcher Stelle −1? f ′(
1
2
) = 1, f ′(

3
2
) = −1

c) Untersuche, ob die Gerade y = −6x+ 20 eine Tangente ist.

keine Tangente, Tangente an der Stelle x = 4 lautet: y = −6x+ 19

7. Skizziere die Ableitungsfunktion von f .

1 2 3 4 5 6 7 8 9-1

-1

-2

-3

1

2

3

4

f

f ′

x

y

↑ c© Roolfs
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1. Gegeben ist die Funktion f(x) = −1
4 x

4 + x2.

Bestimme die x-Koordinaten der

a) Nullstellen

b) Punkte mit waagerechten Tangenten.

2. Gegeben ist die Funktion f(x) = x3 + 3x

a) Wie lautet die Gleichung der Tangente im Punkt P
(
− 1 | ?

)
.

b) Gib die x-Koordinaten derjenigen Punkte an, in denen die Funktion Tangenten besitzt,
die parallel zur Geraden y = 15x+ 1 verlaufen.

3. Gegeben sind die Funktionen f(x) = −x2 + 4 und g(x) = x2 − 5x+ 6.

a) Gibt es eine Stelle, an der f und g dieselbe Steigung haben?

b) An welchen Stellen hat f Tangenten, die mit der x-Achse einen Winkel von 45◦

einschließen?

↑ c© Roolfs
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4. Gegeben ist der Graph der Funktion f . Skizziere auf diesem Blatt f ′.

1 2 3 4 5

-1

-2

1

2

3

4

x

y

f

a)

1 2 3 4 5

-1

-2

1

2

3

4

b)

x

y

f

5. Gegeben ist der Graph von f ′ . Skizziere auf diesem Blatt f .
Der Punkt P soll auf dem Graphen von f liegen.

1 2 3 4 5

-1

-2

1

2

3

4

x

y

f ′

a)

×P

1 2 3 4 5

-1

-2

1

2

3

4

b)

x

y

f ′
×P

↑ c© Roolfs
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1. Gegeben ist die Funktion f(x) = −1
4 x

4 + x2.

Bestimme die x-Koordinaten der

a) Nullstellen x1 = 0, x2/3 = ±2

b) Punkte mit waagerechten Tangenten. E1

(
0 | 0

)
, E2/3

(
±

√
2 | 1

)

1 2-1-2-3

-1

-2

1

x

y

f

2. Gegeben ist die Funktion f(x) = x3 + 3x

a) Wie lautet die Gleichung der Tangente im Punkt P
(
− 1 | ?

)
. y = 6x+ 2

b) Gib die x-Koordinaten derjenigen Punkte an, in denen die Funktion Tangenten besitzt,
die parallel zur Geraden y = 15x+ 1 verlaufen. x1/2 = ±2

3. Gegeben sind die Funktionen f(x) = −x2 + 4 und g(x) = x2 − 5x+ 6.

a) Gibt es eine Stelle, an der f und g dieselbe Steigung haben? −2x = 2x− 5, x =
5
4

b) An welchen Stellen hat f Tangenten, die mit der x-Achse einen Winkel von 45◦ einschlie-
ßen?

−2x = 1, x1 = −1
2

−2x = −1, x2 =
1
2

↑ c© Roolfs
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4. Gegeben ist der Graph der Funktion f . Skizziere auf diesem Blatt f ′.
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a)
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ff ′

5. Gegeben ist der Graph von f ′ . Skizziere auf diesem Blatt f .
Der Punkt P soll auf dem Graphen von f liegen.
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↑ Bergwanderung

Ein Wanderer steigt auf einen Berg, dessen Silhouette durch
f(x) = 0,07x2 − 0,01x3 gegeben ist (Angaben in km).

a) Welche Querschnittslänge hat der Berg?

b) Wie hoch ist der Berg?

c) Wie groß ist der Anstieg maximal, wenn der Wanderer
von Westen (von Osten) kommt?

1 2 3 4 5 6 7 8

0,2

0,4

x

y

↑ c© Roolfs
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↑ Bergwanderung

Ein Wanderer steigt auf einen Berg, dessen Silhouette durch
f(x) = 0,07x2 − 0,01x3 gegeben ist (Angaben in km).

a) Welche Querschnittslänge hat der Berg?

b) Wie hoch ist der Berg?

c) Wie groß ist der Anstieg maximal, wenn der Wanderer
von Westen (von Osten) kommt?

1 2 3 4 5 6 7 8

0,2

0,4

×

×
×

f ′

f

α

β
x

y

Schnittpunkte mit der x-Achse: N1

(
0 | 0

)
, N2

(
7 | 0

)

Max
(
4,667 | 0,508

)

Wendepunkt
(
2,333 | 0,254

)

maximaler Anstieg, Winkel

α = arctan(f ′(2,333)) = 9,3◦

β = arctan(f ′(7)) = −26,1◦

↑ c© Roolfs
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Gegeben ist der Graph von f ′.
Skizziere auf diesem Blatt einen möglichen Verlauf von f .
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f ′
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Gegeben ist der Graph von f ′.
Skizziere auf diesem Blatt einen möglichen Verlauf von f .

1 2 3 4 5

-1

-2

1

2

3

4

5

x

y

f ′

f

a)

Für f ′ liegt an der Stelle x = 2 ein Vorzeichenwechsel
von − nach + vor und an der Stelle x = 5 von + nach −.
Das bedingt für f ein Minimum und an der Stelle

x = 2 und ein Maximum an der Stelle x = 5.

bc

bc

1 2 3 4 5

-1

-2

1

2

3

4

5

x

y

f ′

f

b)

f hat an der Stelle x = 3 einen Sattelpunkt.

bc

1 2 3 4 5

-1

-2

-3

1

2

3

4

5

x

y

f ′

f

c)

Der Graph von f ist monoton fallend.
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↑ Tangentensteigung x− a Methode

P (a | a2)

Q(x | x2)

∆x

∆y

xa

y

bc

bc

Gegeben ist die Funktion f(x) = x2.

Um die Steigung der Tangente im Punkt P
(
a | a2

)
zu bestimmen, ermitteln wir

zunächst die Steigung der Sekante durch P
(
a | a2

)
und Q

(
x | x2

)
.

mSekante =
∆y

∆x
=

f(x)− f(a)

x− a

=
x2 − a2

x− a

= x+ a 3. binomische Formel x2 − a2 = (x+ a)(x− a)

mTangente = lim
x→a

(x+ a) = 2a

Die lokale (momentane) Änderungsrate an der Stelle a ist die Steigung f ′(a) an der Stelle a.

Der Differenzenquotient
∆y

∆x
=

f(b)− f(a)

b− a
ist die durchschnittliche (mittlere) Änderungsrate

im Intervall [a, b]. Ist das Intervall sehr klein, unterscheiden sich a und b nur wenig voneinander,
so ist die durchschnittliche Änderungsrate ein Näherungswert für f ′(a) und f ′(b).

Erst später (12. Jg.) kann begründet werden, dass die durchschnittliche Änderungsrate der Mittel-
wert von f ′ auf dem Intervall [a, b] ist, siehe mittlerer Funktionswert.

↑ c© Roolfs
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↑ Tangentensteigung x− a Methode

f(x) =
1

x

mSekante =
∆y

∆x
=

f(x)− f(a)

x− a

=

1

x
− 1

a

x− a
=

a− x

xa

x− a
=

−(x− a)

xa

x− a

= − 1

xa

mTangente = − lim
x→a

1

xa
= − 1

a2

f(x) = x3

mSekante =
∆y

∆x
=

f(x)− f(a)

x− a

=
x3 − a3

x− a

= x2 + xa+ a2 Polynomdivision x3 − a3 = (x− a)(x2 + xa+ a2)

mTangente = lim
x→a

(x2 + xa + a2) = 3a2

f(x) =
√
x

mSekante =
∆y

∆x
=

f(x)− f(a)

x− a

=

√
x−√

a

x− a

=
x− a

(x− a)(
√
x+

√
a)

3. binomische Formel (
√
x−√

a)(
√
x+

√
a) = x− a

mTangente = lim
x→a

1√
x+

√
a

=
1

2
√
a

↑ c© Roolfs
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↑ Tangentensteigung für f(x) = x2 an der Stelle x = 1

Im 17. Jh. konnten Grenzwerte noch nicht rechnerisch
erfasst und der tiefgreifende Bezug zu den reellen Zah-
len aufgedeckt werden. Newton interpretierte die Ablei-
tung an einer Stelle als Momentangeschwindigkeit und
betrachtete sie als letztes Verhältnis verschwindender
Größen. Leibniz führte die Methode der Differentiale
ein. Ein Steigungsdreieck ist so klein zu wählen, dass die
längste Seite mit dem Kurvenverlauf (bis auf einen ver-
nachlässigbaren Fehler) übereinstimmt. Bei verständlich
geringem Vorwissen (11. Jg.) wird die voreilige Handha-

bung von f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
auf Gewöhnung

und nicht auf Einsicht beruhen.
Für f(x) = x2 kann f ′(x) = 2x durch die Betrachtung
zweier Steigungsdreiecke erkannt werden. Für jedes h
liegt der Wert 2x zwischen −h+ 2x und h + 2x.

1 2-1

1

2

3

x

y
f(x) = x2

bc

1 2-1

1

2

3

x

y
f(x) = x2

h

∆y

bc

bc

Sekantensteigung
∆y

h
=

f(x+ h)− f(x)

h
=

(x+ h)2 − x2

h
= . . . = h+ 2x

1 2-1

1

2

3

x

y
f(x) = x2

h

∆y

bc

bc
Sekantensteigung

∆y

h
=

f(x)− f(x− h)

h
=

x2 − (x − h)2

h
= . . . = −h+ 2x
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Dieses Vorgehen ist z.B. für f(x) = x3 nur an der Stelle x = 0 nicht möglich, da der Graph punkt-

sym. zu (0 |0) ist. Ansonsten gilt
(x + h)3 − x3

h
= h2 + 3hx+ 3x2 und

x3 − (x− h)3

h
= h2 − 3hx+ 3x2

und 3x2 liegt für jedes x 6= 0 und ausreichend kleinem h zwischen h2+3hx+3x2 und h2−3hx+3x2.

Durch das folgende Steigungsdreieck für f(x) = x2 gelangt man direkt zur Tangentensteigung.

1 2-1

1

2

3

x

y
f(x) = x2

hh

∆ybc

bc

bc

Sekantensteigung
∆y

h
=

f(x+ h)− f(x− h)

2h
=

(x+ h)2 − (x− h)2

2h
= . . . = 2x

1 2-1

1

2

3

x

y
f(x) = x2

h h

∆ybc

bc

bc

Die Unabhängigkeit der Sekantensteigung von h ist hier natürlich eine Besonderheit.
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↑ Verlauf und Steigungsverhalten des Graphen

Beschreibe jeweils den Verlauf und das Steigungsverhalten des Graphen.
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a) Der Graph ist im Intervall [0;3] linear fallend, dann konstant.

b) Der Graph ist monoton fallend. Die Steigung nimmt zunächst ab und ab der Stel-
le x = 3 wieder zu. Es liegt ein Wendepunkt an der Stelle x = 3 vor.

c) Der Graph ist monoton fallend. Die Steigung nähert sich null.

d) Der Graph ist monoton steigend. Die Steigung nimmt bis zur Stelle x = 3 ab und
ist dann konstant. Der Übergang ist knickfrei.

e) Der Graph ist monoton fallend. Die Steigung nimmt zunächst zu und ab der Stelle
x = 2,5 wieder ab. Es liegt ein Wendepunkt an der Stelle x = 2,5 vor.

f) Der Graph ist bis zur Stelle x = 3 monoton steigend, dann monoton fallend. Es
liegt ein Hochpunkt mit der x-Koordinate 3 vor. Die Steigung nimmt bis zur Stel-
le x = 1,5 zu, dann bis zur Stelle x = 3 ab. Es liegt ein Wendepunkt an der Stelle
x = 1,5 vor und auch an der Stelle x = 4,5, da der Graph achsensymmetrisch zur
Geraden x = 3 ist.

Skizziere jeweils den Graphen der Ableitung.
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Graph und Graph der Ableitung
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