Tangentenproblem

Gegeben ist die Funktion f(z) = %x?

Um die Steigung der Tangente im Punkt P(l | 0,5) zu ermitteln, wahlen wir eine
Folge von Punkten, die sich von oben dem Punkt P nédhern und bestimmen zu jedem
Punkt die zugehorige Sekantensteigung:

Q1(3 | 4,5) my =2

Q2(2,517) my =7

Q3(217) mz ="

Q4(1,5]7) my =7

Qs(1,117) ms =7

Q6(1,017) me =7

1
Rechnung fiir (),
Ay 45-05 -1-

™Ay T T3oq C

Wir vermuten, dass die Tangentensteigung 1 betragt. Um diese Vermutung
zu untermauern, wiahlen wir eine zweite Folge von Punkten, die sich von unten dem
Punkt P ndhern, wieder bestimmen wir die Sekantensteigungen:

Ry
Ry
Ry
Ry

0,5]0,125) mt = 0,75
0,9]7) my =?
0,99]7) my =7
0,999 | ?) my =7

—_—~ o~ o~

Die Tangentensteigung ist kleiner als jedes Folgenglied my, mso, ms3, my, ms, ...
und grofler als my, mj, mj, mj, ...

Es gibt nur eine Zahl, die dies erfiillt, ndmlich 1.
™M Tangente — 1
Im nachhinein ist ersichtlich, dass eine einzige Folge von Punkten, die sich P néhern,

ausgereicht hétte, um die Tangentensteigung zu erkennen.
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Tangentenproblem

Q1(3]4,5) my = 2
@2(2,5]3,125) my = 1,75
Q3(2]2) ms = 1,5
Q4(1,5]1,125) my = 1,25
@5(1,1]0,605) ms = 1,05
Qs(1,01]0,51005) me = 1,005
R1(0,5]0,125) my = 0,75
R»(0,90,405) mj = 0,95
R3(0,99 | 0,49005) mj% = 0,995
R4(0,999 | 0,4990005)  mj = 0,9995
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Geschwindigkeit

Wir stellen uns vor, einen Stein von einem hohen Gebéaude fallen zu lassen und
interessieren uns fiir den Zusammenhang von verstrichener Zeit x (in Sekunden) und zuriick-
gelegter Fallstrecke y (in Metern). Die Tabelle enthélt mogliche Messwerte.

v|0]1]2]3)4]5] Ay
y| 0|5 ]20]45]80]125 o0
110 A
Um die Beziehung von z und y aufzudecken,
teilen wir die y-Werte durch 5. 1007
z|0[1]2]3)4]5] "
1o 1]4|9|6] 25 <0
70
Nun konnen wir erkennen, dass stets gilt:
60
) 50
Yy = o
40
Der Graph veranschaulicht den Zusammenhang.
30 1
Wir wenden uns nun der Frage zu:
Wie grof3 ist die Geschwindigkeit des Steins zur Zeit 20 -
(z.B.) x =27
Es scheint offensichtlich, dass zu jedem Zeitpunkt eine 10 A
Geschwindigkeit vorliegt, andererseits verstehen wir unter
der Geschwindigkeit v den Quotienten von zuriickgelegtem Weg w ' w w

. . . . 1 2 3 4 x
und verstrichener Zeit. Fiir eine Berechnung ist daher neben z = 2

ein weiterer Zeitpunkt erforderlich. Das Problem ist, dass die so ermittelte Geschwindigkeit
(mittlere oder durchschnittliche Anderungsrate) von der Wahl des zweiten Zeitpunkts' abhéngt.

Fille die Tabelle aus.

x 213 1]21]|2,01]2,001|2,0001 2,00001
y = 5% |20 | 45 20,0002000005
25

Erldutere, was unter der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt x = 2 sinnvollerweise zu verstehen ist.
Was sagt die so verstandene Geschwindigkeit iiber den Bewegungsvorgang aus?
Verallgemeinere diese Uberlegungen.
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Geschwindigkeit

Wir stellen uns vor, einen Stein von einem hohen Gebéaude fallen zu lassen und
interessieren uns fiir den Zusammenhang von verstrichener Zeit x (in Sekunden) und zuriick-
gelegter Fallstrecke y (in Metern). Die Tabelle enthélt mogliche Messwerte.

z]0|1]2]3]4]5)

y| 0|5 ]20]45]80]125

Um die Beziehung von z und y aufzudecken,

teilen wir die y-Werte durch 5.

[0|t]2]3]4]5]

X
slofafalo]iefzs)

Nun konnen wir erkennen, dass stets gilt:

:'1‘2

= Ha?

@ o=

Der Graph veranschaulicht den Zusammenhang.

Wir wenden uns nun der Frage zu:

Wie grof3 ist die Geschwindigkeit des Steins zur Zeit

(z.B.) x =27

Es scheint offensichtlich, dass zu jedem Zeitpunkt eine

Geschwindigkeit vorliegt, andererseits verstehen wir unter
der Geschwindigkeit v den Quotienten von zuriickgelegtem Weg
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und verstrichener Zeit. Fiir eine Berechnung ist daher neben x = 2
ein weiterer Zeitpunkt erforderlich. Das Problem ist, dass die so ermittelte Geschwindigkeit

(mittlere oder durchschnittliche Anderungsrate) von der Wahl des zweiten Zeitpunkts abhingt.
Die folgende Tabelle verdeutlicht dies.

2 3 4 xr

reN

x 2 13| 21 2,01 2,001 2,0001 2,00001

y = ba? 20 | 45| 22,05 | 20,2005 | 20,020005 | 20,00200005 | 20,0002000005
—2

v = yx—QO 25| 20,5 | 20,05 20,005 20,0005 20,00005

Erldutere, was unter der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt x = 2 sinnvollerweise zu verstehen ist.
Was sagt die so verstandene Geschwindigkeit iiber den Bewegungsvorgang aus?

Verallgemeinere diese Uberlegungen.
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Tangentensteigung fiir f(x) = 2% an der Stelle o = 1

mo = 4,75
my = 3,8125
mg = 3,390625

myg = 3,191406 . ..
msy = 3,094726 . ..
mes = 3,047119 ...
miog = 3,023498 . ..
Mmosg = 3,011734 . ..
ms12 = 3,005863 ...
mig24 = 3,002930 ...
Mogas = 3,001465 . ..
Mapes = 3,000732 ...
mgig2 = 3,000366 ...
migssa = 3,000183 ...
maares = 3,000091 ...
Mess36 = 3,000045 . .. 0
Misior2 = 3,000022 ...
Mag2144 = 3,000011 ...
Msa4088 = 3,000005 ...

— 3,000000 ...

m,, ist der Differenzenquotient 2—52 _ et AA‘Z —J@) fir Az = %, siehe GeoGebra Sekante.

Die Folge der Differenzenquotienten erzeugt den Grenzwert 3.

Die Tangentensteigung wird durch den Bruch y/u (y-Wert/Subtangente, siche blau

gefarbtes Steigungsdreieck der Tangente) veranschaulicht.
Die Berechnung der Tangentensteigung werden wir wesentlich vereinfachen, letztendlich ist sie
im Kopf moglich.

3 — 3000000000000
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http://groolfs.de/GeoGebra/Sekante.ggb

Mentale Hiirde

Nicht selten ist der Einwand zu horen, die Ndherungen seien ja nie exakt 3, daher kénne die
Tangentensteigung auch nicht exakt 3 sein.

Am einfachsten wére, auch Sekantensteigungen mit Ax = —% zu betrachten. Es ist dann
ersichtlich (Intervallschachtelung), dass nur ein Wert in Frage kommt.

1y _
Eine Erorterung von lim w bzw. lim a, (Limes, Grenzwert) ist weiter-
B n—00 = n—00
fithrender. n

Hierzu riicken die reellen Zahlen in den Fokus.

Von den irrationalen Zahlen (z.B. v/2 oder 7) ist aus der Mittelstufe bekannt, dass sie
unendlich viele Nachkommastellen besitzen. Das ist eine zwingende Konsequenz der
unbegrenzten Genauigkeit, mit der z.B. eine Diagonallange eines Quadrats bestimmt werden
kann. Da jeweils nur endlich viele Nachkommastellen notiert werden kénnen, besteht
abgesehen von den in R enthaltenen rationalen Zahlen (z.B. 1/3 = 0,33333... = 0,3) die
Schwierigkeit, reelle Zahlen zu erfassen.

Eine reelle Zahl b = n, bibabsbybsbs ... mit n € Z und den Ziffern b; € {0,1,2,...,9}
kann durch eine unendliche Folge

a1 = n,by

as = n,biby

az = n, bibybs

as = n, blbgbgb4

bzw. durch deren Bildungsgesetz, festgelegt werden.
Die Zahl b kann allerdings auch durch weitere Folgen, die die Nachkommastellen schrittweise
erzeugen, definiert werden.

Wenn eine Folge (a,) eine Zahl b definiert, schreiben wir b = lim a,,.
n—oo

b ist dann der Grenzwert der Folge,

zB. 1= lim (1+1) oder 1= lim (1+), beachte 1 =1,0000...

n—oo n—00

1

Nicht alle Folgen definieren eine Zahl, z. B. existiert lim ((—1)" + n) nicht.

n—o0

Es gibt ein Kriterium, mit dem man aus dem Bildungsgesetz einer Folge erkennen kann, ob
die Folge eine Zahl definiert (einen Grenzwert hat). Die nicht ganz einfache Handhabung
dieses Kriteriums ist in der Schule nicht vorgesehen und fiir die meist offensichtlichen
Gegebenheiten und dem geringeren Prézisionsgrad auch nicht notwendig.

Fiir die Parabel f(z) = 2% berechnen wir die Tangentensteigung m an der Stelle z:

1y2 2
m = lim w = ...= lim (2954—%):295
n—00 - n—00
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Tangentensteigung fiir f(x) = 2% an der Stelle x = 1

Im 17. Jh. konnten Grenzwerte noch nicht rechnerisch
erfasst und der tiefgreifende Bezug zu den reellen Zah-
len aufgedeckt werden. Newton interpretierte die Ablei- AY
tung an einer Stelle als Momentangeschwindigkeit und

betrachtete sie als letztes Verhéltnis verschwindender

Grofien. Leibniz fithrte die Methode der Differentiale 31
ein. Ein Steigungsdreieck ist so klein zu wihlen, dass die
langste Seite mit dem Kurvenverlauf (bis auf einen ver-
nachlédssigharen Fehler) iibereinstimmt. Bei verstéindlich
geringem Vorwissen (11. Jg.) wird die voreilige Handha-

bung von f'(x) = lim w

und nicht auf Einsicht beruhen.
Fiir f(z) = 2? kann f'(z) = 2z durch die Betrachtung

auf Gewohnung 14

zweier Steigungsdreiecke erkannt werden. Fiir jedes h
liegt der Wert 2z zwischen —h + 2z und h + 2x.

Ay _ fe+h)—f@@) (et h)?—a?

k i =7 _ _ _
Sekantensteigung - - -
1 ”
AY
3,
2,
1 u
— _ 2 o 2
Sekantensteigung Ay  flo)—fle—h) +"—(x—-h)"
h h h
1 i 5ox

...=h+2x



Dieses Vorgehen ist z.B. fiir f(z) = x3 nur an der Stelle z = 0 nicht méglich, da der Graph punkt-

h)3 — 3 3 _ —h)3
AT g2 gogh 302 und S0 TN e gy g

und 322 liegt fiir jedes 2 # 0 und ausreichend kleinem h zwischen h?+3hz+32% und h? —3hx+ 322

sym. zu (0]0) ist. Ansonsten gilt

Durch das folgende Steigungsdreieck fiir f(z) = 2% gelangt man direkt zur Tangentensteigung.

Ay

_ _ 2 (0 P2
Sekantensteigung % = f(x—i—h)%f(x h) = (z+h) Qh(x h) =...=2zr

Die Unabhéngigkeit der Sekantensteigung von A ist hier natiirlich eine Besonderheit.
Im Weiteren erscheint es unerlésslich, nach einer weiteren Berechnungsmethode zu fahnden.
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Newtons Ringen um den Grenzwertbegriff

,Die letzten Verhéltnisse [mit Verhéltnis ist ein Differenzenquotient gemeint] sind Grenzwer-
te, denen sich die Verhiltnisse unbegrenzt abnehmender Grofien [Ay und h| stéandig ndhern
und denen sie ndher kommen als irgendeine vorgegebene Differenz, ...«

Abweichend von der heutigen Definition kann nach Newton (1642-1726) ein Grenzwert erst
dann erreicht werden, wenn die Groflen in infinitum abgenommen haben.

Fiir Newton sind Geschwindigkeiten und damit Grenzwerte intuitiv verstdndlich.

, Es konnte vielleicht eingewandt werden, dass es kein letztes Verhéltnis verschwindender
Groflen gibt, denn bevor die Groflen verschwunden sind, ist ihr Verhéltnis nicht das letzte,
und nachdem sie verschwunden sind, ist kein Verhéltnis vorhanden. Aber mit diesem Argu-
ment konnte man behaupten, dass ein Koérper, der an einem bestimmten Ort ankommt und
dort anhilt, keine letzte Geschwindigkeit hat. Denn die Geschwindigkeit vor der Ankunft des
Korpers an diesem Ort ist nicht seine letzte Geschwindigkeit, nachdem er aber angekommen
ist, gibt es keine Geschwindigkeit mehr. Die Antwort ist jedoch leicht, denn unter der letzten
Geschwindigkeit wird diejenige verstanden, mit der der Korper sich in genau dem Augen-
blick bewegt, in dem er ankommt, ... Und in derselben Weise ist unter dem letzten Verhéalt-
nis verschwindender Grofien dasjenige Verhéltnis dieser Groflien zu verstehen, mit dem sie
verschwinden, nicht dasjenige, bevor sie verschwinden oder nachdem sie verschwunden sind.

Leibniz’ Grenzwertbegrift

\ ‘
<
)
Q.
oS
Il
NN

Y

=

Fiir Leibniz basierte die Methode dx — 0 (dx # 0) zur Ermittlung der Tangentensteigung y/u
auf dem Kontinuitatsprinzip (von kontinuierlich):

, Wenn die Fille sich kontinuierlich nédhern, so dass letzten Endes der eine in den anderen iibergeht,
so muss das auch fiir die entsprechenden abhéngigen Groéflen der Fall sein.“

Die Subtangente u war historisch fiir die Bestimmung von Tangenten (Descartes, Fermat, Barrow)
von grofler Bedeutung. u bildet mit dem Funktionswert y bei gegebener Tangente ein naheliegendes
Steigungsdreieck. Auch der Grenzprozess dr — 0 mit dy — 0 bleibt anschaulich, der Abschnitt
auf der z-Achse strebt wegen f'(z) = f(z)/u gegen u = f(x)/f'(z).
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Tangentensteigung
Reelle Zahlen

Startseite
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