Bedingter Erwartungswert

P(ANB)

P(A|B) = —5

= PB(A) = PB(Aﬂ B)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) kann als Neueinschitzung der Wahrscheinlichkeit von A
interpretiert werden, wenn die Information vorliegt, dass das Ereignis B bereits eingetreten ist.
Dann ist von A nur noch derjenige Teil zu beriicksichtigen, der sich in B abspielt, also AN B,
und dieser Teil ist in Bezug zu B zu bringen. Das bewirkt, dass Pg(B) = 1 ist.

Nimmt eine Zufallsvariable X die Werte =1, x2, ... , x, mit den zugehorigen Wahrscheinlichkeiten
P1, P2, -, Pn an, so ist der Erwartungswert: E(X) = xi1p1 + x2p2 + ... + Tppn.

E(X) = i
k=1

= > wpP(X = xy)
k=1

Sei X eine Zufallsvariable mit der Verteilung: ‘ T ‘ T ‘ T3 ‘ T4 ‘

Die Verteilung kann immer als Massenverteilung gedeutet werden.

Die Gesamtmasse 1 wird auf die Punkte x; verteilt. Dabei wird dem Punkt x; die Masse p; zugewiesen.
Der Schwerpunkt p charakterisiert die Massenverteilung.

Nach dem Hebelgesetz miissen die links- und rechtsdrehenden Momente gleich sein.

p1 D2 b3 P4
A
v

x1 4] xs3 X4

(w—z1)p1 + (0 — 22)p2 = (z3 — p)p3 + (T4 — p1)p4

Durch Auflésen nach p und unter Beriicksichtigung von p; + ps + p3 + ps = 1 folgt:

B = x1p1 + T2p2 + T3p3 + TPy

E(X|B) = zn:ka(X:xk\B)

P(B) P(B)

:Zxkp({X:Ik}ﬂB) E(lB-X)

Der bedingte Erwartungswert E(X | B) gibt an, welchen Wert man fiir die Zufallsvariable X im Mittel
erwartet, wenn man die Information hat, dass das Ereignis B eingetreten ist. Hierbei ist 15 die Indika-
torfunktion von B, also die Zufallsvariable, die den Wert 1 annimmt, wenn B eintritt und 0 sonst.

15 bewirkt, dass nur diejenigen Funktionswerte von X bei der Erwartungswertbildung berticksichtigt
werden, deren Argumente in B enthalten sind.



Bedingter Erwartungswert

Der bedingte Erwartungswert soll anhand der Tabelle veranschaulicht werden.
Fiir 1, xo wire Sommer, Winter moglich, die y; konnten Stundenangaben sein.

X\Y n Yo Y3 >
x1 P D12 P13 P(X =)
T2 P21 Pp22 P23 P(X = x2)
Z PY =y) | PY=1y2) | P(Y =ys) 1

pz‘j:P(X:%‘,Y:yj)

EY|X =) = yip11 + yepiz + yspisl, P(X=uz)>0

1
P(X:l'l) [

EY|X =1z,) = PX = 22) [y1p21 + y2p22 + Y3p23]

EY)=EY|X=21)P(X=21)+ E(Y|X =22)P(X = 22) Dbedingte Erwartungswerte als Zufallsgréfie

E(Y) = E(E(Y|X = o))

Sei X eine binomialverteilte Zufallsvariable mit n = 10 und p = 1/2, E(X) = np = 5.
Y z&hlt die Anzahl der Treffer in den ersten m = 4 Versuchen. Es ist

EX|Y =y) =y+(n-—m)p
EX|Y=1)=1+(10-4)p=14



Augensumme beim Wiirfeln

X sei die Augenzahl beim Werfen eines regelméfligen Wiirfels und B sei das Ereignis, eine 5 oder 6
zu wiirfeln. Dann ist
P(X=5)-5+P(X=6)-6 11/6 _

E(X|B) = ) =575 =9

Fiir die Zufallsvariablen X, Y gilt E(X|Y =y) = Z rP(X=z|Y =y)= Z x P();(:Yx’i;): y),

wobel iiber alle x im Wertebereich von X summiert wird.

x

1 2 3 4 5 6

L@y (12) (13) (1/4) (1[5) (1]6)

2 1 (2[1) (2]2) (2[3) (214) (2[5) (2]6)

31311 @12) BI3) B3l4) (B[5) (3]6)

41 (4]11) (412) (4]3) (4[4) (4]5) (4]6)

5 1(511) (5]2) (5]3) (514) (55) (5[6)

6 | (6[1) (6]2) (6]3) (6]4) (6]5) (6]6)
X und Y seien die Augenzahlen bei zwei Wiirfen mit einem regelméafligen Wiirfel und Z = X + Y die
Augensumme. Die Verteilung von Z ist gegeben durch P(Z = z) = 6_376_2‘, z=2,...,12. Wenn wir

aber das Ergebnis X des ersten Wurfs kennen und wissen, dass wir z.B. den Wert 4 gewdtirfelt haben,
erhalten wir die bedingte Verteilung

P(Z:Z|X:4):P(X:4|Y:z74) :{ 1/6  falls 2=5,...,10

P(X =14) 0 sonst

Der Erwartungswert dieser Verteilung, der bedingte Erwartungswert von Z, gegeben X = 4, ist

E(Z|X =4) = %(5 +6+---410) = 7,5 (auch direkt aus der Tabelle ablesbar) und allgemeiner
BE(Z|X =2) = t((z+ 1)+ + (2 46) =2 +35



Bedingter Erwartungswert fiir stetige Zufallsvariablen

Angenommen, wir haben zwei Zufallsvariablen X und Y mit einer gemeinsamen Dichtefunktion
fxy(z,y) = day auf 0,1] x [0,1].

Wir suchen den bedingten Erwartungswert E(Y|X = z) von Y gegeben X = z, x ist konkreter Wert.

Von der Randdichte von X wird nur der Wert fiir  benétigt:
1 1
[x () =/4xydy:4x/ydy: 2x
0 0

Die bedingte Dichtefunktion ist:

_ fxy(zy) _ 4wy _ . . .
fY|X:a:(y) = Th@  m 2y, 0<y <1, Flacheninhalt ist 1.

Der bedingte Erwartungswert von Y gegeben X = x ist:

1 1 1
2
E(Y!X:w)=/0ny|xzx(y) dy:/oy-2ydy=2/0y2dy=§

Der math. Hintergrund der obigen Rechnung ist einsichtig.

Die zweidimensionale Dichte begrenzt in z-Richtung einen Kérper mit dem Volumen 1.
Zu X = zx ist die blau umrandete Schnittfliche zu betrachten.

Damit eine (bedingte) Dichte vorliegt, ist die Schnittfliche zu normieren (orange gefdrbt).
Mit dieser Dichte wird der (bedingte) Erwartungswert fiir Y berechnet.
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