Zeichenwechsel in einer 0/1-Sequenz

Wir betrachten alle 0/1-Sequenzen der Liange 20 mit n = 10 Einsen und 10 Nullen. Darunter sind
Sequenzen mit wenig Abwechslung wie z.B. 00001110000111100111 und sehr abwechslungsreiche wie
z.B. 10101001010110101001. Sei Z die Anzahl der Zeichenwechsel, sieche GeoGebra.
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Es gibt <27:L> gleichwahrscheinliche Sequenzen (Ziehen aus einer Urne mit n = 10 Einsen und

10 Nullen). Wie viele davon enthalten genau k Zeichenwechsel?
k Zeichenwechsel bedeuten, dass es k + 1 Gruppen aufeinanderfolgender gleicher Zeichen gibt, wobei

eine Gruppe auch aus einem einzigen Zeichen bestehen kann.

k gerade:
Es gibt g Gruppen von Einsen und g + 1 Gruppen von Nullen, oder umgekehrt, Summe k + 1.
. . n—1 ok . : . .
Die n Einsen kann man auf | g ] Arten in 5 Gruppen einteilen, siehe Seite 4, die n Nullen
5 -

n
unabhéingig davon auf ( k > Arten in g + 1 Gruppen. Die gesamte Sequenz entsteht, wenn

2
n—1 n—1
man die beiden Einteilungen ineinander verzahnt. Es gibt insgesamt 2 ( k 1 )( k )
2~ 2
Moéglichkeiten. Der Faktor 2 riihrt von der Vertauschung der Einsen mit den Nullen her.

k ungerade: n—1\2
Eine ganz entsprechende Uberlegung ergibt 2 < E—1 ) Moglichkeiten.
2
n Einsen bzw. Nullen sind in % Gruppen einzuteilen, % —1= %

Wenn jede Anordnung von n Einsen und n Nullen gleichwahrscheinlich ist, so gilt

n—1 n—1
k )( k ) fiir k gerade
2_1 2

2 n—1Y ..
E—1 fiir k£ ungerade
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Die Symmetrie der Verteilung P(Z = 2n — k) = P(Z = k) folgt aus der Symmetrie

der Binomialkoeffizienten [ " .
k n—k

Wir betrachten alle 0/1-Sequenzen der Lénge 4 mit n = 2 Einsen und 2 Nullen.

(-

k = 1 Zeichenwechsel in 1100 und 0011, 031
k =2 in 1001 und 0110, 0,21
k=3 in 1010 und 0101.
0,11
n=2
— &
1 2 3 4

Wir betrachten alle 0/1-Sequenzen der Liange 6 mit n = 3 Einsen und 3 Nullen.

£

k=1 Zeichenwechsel 2 mal, 0.4 |
k=2 4 mal,
k=3 8mal, 0,31
k= 4 mal, 0’2 ]
k=5 2 mal
0,1
n=3
"k



Hypothesentest

Wir testen, ob vorliegende 0/1-Sequenzen gleichwahrscheinlich sind (Nullhypothese),
Hypothesentest.
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k  P(Z<k)
1 0,00001
2 0,00011
3 0,00099
4 0,00449
5 0,01852
6  0,05126
7 0,12764
8 0,24221
9  0,41407
10 0,58593
11 0,75779
12 087236
13 0,94874

Wir testen zweiseitig auf dem 5 %-Signifikanzniveau.
Der Ablehnungsbereich der Nullhypothese lautet

A=1{1,...,5 U{l5,...,19}.
14 0,98148 N { bt }
15 0,99551 Pi3(Z <5)=1,9%
16 0,99901 P(Z>15)~1,9%
17 0,99989

18 0,99999
19 1,00000
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0/1-Folgen der Linge n

Ein Gliicksrad wurde n = 20 mal gedreht, Ergebnis: 01011001100101110100.
Diese Ziffernfolge besteht aus 13 Blocken (engl. runs) gleicher Ziffern 0|1]0/11|00/11]|00]1]0|111]0|1|00.

Sei R die Anzahl der Runs in der vom Gliicksrad erzeugten Ziffernfolge X1, Xo,..., X,,.
Wie grof} sind Erwartungswert und Varianz der Zufallsvariablen R?

Um E(R) zu ermitteln, definieren wir n — 1 Indikatioen Y; wie folgt:

Y% _ { 1 falls Xifl 7& Xz

i=2.34,....n
0 falls Xifl = Xz
Dann ist E(Y;) = P(Y; =1) = P({01, 10}) = gp + pq = 2pq.

Die Anzahl der Runs betragt: R=1+Ya+ Y3+ ... +Y,, alsoist E(R) =1+ (n—1)2pq.

|E(X+Y)=EX)+E®Y)
ergibt das E(R) =

DN —
3
o+
Al

Firp=q=

Wir ermitteln die Varianz V(R).
Seien Y; Zufallsvariablen mit den Erwartungswerten E(Y;) = ;.

Fiir die Varianz gilt:

2 2
vy ) = B(Y V) - (X m) [V(R) = B(R?) - [E(R)2, V(R)=V(R-1)
=2 =2 =2
=Y EY?) +2> EYY)) ZMZJFQZ,WJ
=2 2<i<j<n 2<i<j<n
= Z (BE(Y?) — pi) +2 Z E(Y:Y;) — pipiy) umgruppiert
=2 2<i<j<n h
V(YZ) COV[Y;a YJ]
a) V(Y;) = E(Y?) — [E(Y;)]* = 2pq — 4p°¢* = 2pq(1 — 2pq) |Y? =Y, E(Yi)=2pq

b) j=i+1, Cov[Vi,Yip] = E(¥i¥is1) — B(Y))E(Yis1)

E(Y;Yii1) =7

Das Ereignis {Y; = 1,Y;;1 = 1} bedeutet: An den Stellen i und i + 1 gibt es jeweils einen Wechsel.
Das Tripel (X;_1, X, X;+1) ist entweder (0, 1, 0) oder (1,0, 1).

E(Y;Yiy1) = P(Y; = 1,Yi11 = 1) = P(010) + P(101) = qp* + pg* = pq(p + q) = pq

Cov[Y;, Yiy1] = pqg — 4p*¢® = pq(1 — 4pq)



pq(l —4pq) falls j=i+1
COV[Y;FY]'] = { ( )

i< j | Y;, Y; sind unabhéingig, E(Y;,Y;) = E(Y;)E(Y;)

Es gibt n — 1 Varianzterme und n — 2 benachbarte Paare (4,7 + 1) mit 2 < <n — 1. Das ergibt:

V(R) = (n—1)2pq(1 — 2pq) + 2(n — 2)pq(1 — 4pq)
= 2pq[2n — 3 — 2pq(3n — 5)]

Fﬁrp:q:% ist: ‘/(]%)ZHT—~_1



Verteilung der Runs in gleichwahrscheinlichen 0/1-Folgen der Lange n
mit genau ¢ Einsen

11110001110111111000 n = 20 Lénge der Folge
{ =13 Anzahl der Einsen
n—¢=17 Anzahl der Nullen

k=6 Anzahl der Runs

P(R=k) = Nyy/ (’g) Ny ist die Anzahl der Folgen mit

genau k Runs und ¢ Einsen.
(f—1>(n—£—1>
2
m — m—1
n
l

(LY e
(0

fiir £ = 2m gerade

fiir £ = 2m + 1 ungerade

k = 2m gerade

0 und 1 haben jeweils m Runs. )

-1

¢ Einsen sind auf m Blocke zu verteilen auf <§L
> Arten.

—/—1
m—1

> Arten, siehe Seite 4, die n Nullen unab-
héngig davon auf m Blocke auf <n

Die gesamte Sequenz entsteht, wenn man die beiden Einteilungen ineinander verzahnt.

Insgesamt gibt es N, = 2 <§L__11) < T; ti_l 1> Moglichkeiten. Der Faktor 2 riithrt von der

Vertauschung der Einsen mit den Nullen her.

k = 2m + 1 ungerade

Mit 1 beginnend hat 1 m + 1 Runs und 0 m Runs, Anzahl (g T—n 1) < T; g__l 1>7

mit 0 beginnend hat 0 m + 1 Runs und 1 m Runs, Anzahl (n _;;_ 1) <§L__11>
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Verteilung der Runs in gleichwahrscheinlichen 0/1-Folgen der Lange n
mit genau ¢ Einsen

0/O,/—O—O—O—O—O
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k P(R<k)

2 0,00003

3 0,00026

4 0,00212

5 0,00955

6 0,03509

7 0,09469

8 0,20820

9 0,37848

10 0,57005

11 0,76161

12 0,88421

13 0,96594

14 0,98978

15 1,00000

16 1,00000

17 1,00000 Da die Anzahlen der Zeichenwechsel und der Blécke sich lediglich um
18 1.00000 1 unterscheiden, Z + 1 = R, kann mit der Run-Formel auf der vorigen
19 1:00000 Seite mit £ = n/2, n gerade, die Anzahl der Zeichenwechsel (Seite 1)

ermittelt werden. Die Run-Graphen sind um 1 nach rechts verschoben.



Wald-Wolfowitz-Runs-Test

Eine Firma stellt Glithbirnen her.
Es liegt eine Stichprobe von 20 getesteten Glithbirnen in zeitlicher Reihenfolge vor,
defekt 1, nicht defekt 0:

00000 11000 00111 00110 0000

Die Defekte scheinen in auffilligen Clustern aufzutreten.

n = 25
L =7
k =7 Runs

Unter der Nullhypothese, dass die Defekte zuféllig verteilt auftreten, gilt P(R < 7) ~ 0,038.
siehe GeoGebra

Die Reihenfolge ist daher, statistisch gesehen, nicht zuféllig.

0,9
0,8
0,71
0,6
0,5
0,41

0,3

0,2

n =25

0,1 P

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20



http://groolfs.de/#kapitel17

Der exakte Test von Fisher

H Besserung ‘ keine Besserung H Summe
Medikament a b a+b
Placebo c d c+d
Summe a+c b+d N N=a+b+c+d

Sind Besserung und Behandlung unabhéngig voneinander?

H Besserung keine Besserung H Summe
Medikament 6 2 8
Placebo 3 4 7
Summe 9 6 15

Der Fisher-Test berechnet die Wahrscheinlichkeit, genau diese oder extremere Tabellen zu erhalten,
unter der Annahme, dass eine Besserung nicht vom Medikament abhéngt.
Unter dieser Hypothese sind 9 Besserungen vorausbestimmt, ganz gleich, was eingenommen wurde.

Bei der Auswahl der 8 Personen, die ein Medikament eingenommen haben, wurden zufillig 6 der 9
Personen gewihlt, bei denen ein Besserung vorlag und die restlichen 2 aus den 6 ohne Besserung.
Die Wahrscheinlichkeit (hypergeometrisch) betragt hierfiir:

9 6
) )
P(X=6) = e~ 0,196 Alternativ hitte man die Zahlen der Placebo-Zeile
( 8) nehmen kénnen.

Extremer wéren die Ereignisse mit £ =7 und k = 8.

() (s24)
k 8—k
PX=k)= +——~2+
15
(¥)
Der einseitige p-Wert ist dann p = P(X=6) + P(X=17) + P(X=8) ~ 0,231.
Die Nullhypothese kann bei diesem hohen p-Wert nicht verworfen werden.

Die Wirksamkeit des Medikaments ist statistisch nicht belegt.
Die Zahlen sind fiir ein Beurteilung zu klein.
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