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Vorbemerkung

Der Autor dieses Vorlesungsmanuskriptes hat die Vorlesung Grundlagen der Regelungs-
technik bis zum Wintersemester 2006/2007 angeboten und regelméflig das Manuskript
seinen Horern zur Verfiigung gestellt. Die vorliegende Fassung entspricht dem Stand der
Vorlesung vom Wintersemester 2006/2007, sie wurde geringfiigig redaktionell iiberarbei-
tet.

Im Wintersemester 2007/2008 wurde das Vorlesungsmanuskript vom Wintersemester
2006/2007 mit dem Deckblatt datiert vom ,,02. Oktober 2007“ unter dem Namen , Prof.
Dr.-Ing. Klaus Dietmayer® als Raubkopie iiber die Fachschaft Elektrotechnik der Univer-
sitdt Ulm in Umlauf gebracht. Das urspriingliche Deckblatt mit Autor Prof. Dr. Eberhard
P. Hofer wurde ohne Hinweis auf den tatséichlichen Autor entfernt.

Als Alleinautor des vorliegenden Vorlesungsmanuskriptes Grundlagen der Regelungstech-
nik/Regelungstechnik 1 sehe ich mich zu dieser Richtigstellung veranlasst.

Eberhard P. Hofer
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1 Einfiihrung

Regelungstechnik

e Als Grundlage der Automatisierungstechnik
e Als Bestandteil der Kybernetik*

1.1 Aufgabe der Regelungstechnik

Es geht um das universelle Problem der zielgerichteten Beeinflussung eines dynamischen
Systems. In der Regel unterliegen derartige Systeme Storungen von auflen. Ziel ist die
Beseitigung der Auswirkungen von stérenden Einfliissen.

Hierzu einige Beispiele aus der Technik:

Kursregelung bei Wind.
Stromregelung bei verénderlicher Last.
Reaktorregelung bei Temperaturschwankungen.

Die Erfassung von Mef3werten ist Bestandteil eines Regelungsvorganges.

Ziele beim Einsatz der Regelungstechnik:

e Das Bedienungspersonal wird durch selbsttétige Regelung oder Steuerung ersetzt
(z.B. Rudereingriffe, Ventilstellungen).

e Steuerung und Regelung (allgemein Automatisierung) ist unumgénglich, wenn die
menschliche Hilfskraft nicht mehr ausreicht (z.B. sehr schnelle Vorgénge, komplexe
Anlagen).

e Regelung unter Beachtung von Optimalitatskriterien (z.B. energieminimale Satelliten-
bahnen, maximale Ausbeute, zeitoptimale Anlagensteuerung).

e Anpassung an eine zeitlich verdnderliche Struktur bzw. sich zeitlich verdndernde Para-
meter (adaptive Regelung) einer Anlage (z.B. verdnderliche Raketenmasse beim Auf-
stieg).

Beispiel aus der Natur:
Regelung der Pupillensffnung der Augen in Abhéngigkeit von der Helligkeit.

Beispiel aus der Wirtschaft:
Regelung von Angebot und Nachfrage iiber Preis und Lieferzeit.

* Wissenschaft der gesteuerten und geregelten Systeme (in Natur, Technik und Gesellschaft),
deren Informationsiibertragung und Informationsverarbeitung.
Aufgabe der Kybernetik: Zielgerichtete Beeinflussung dieser Systeme.
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Gesichtspunkte bei der Losung von Regelungsproblemen

Steuer— und Regelgeréte dienen der Signaliiberwachung in einer Anlage. Fine wesentliche
Voraussetzung dafiir ist die Kenntnis des Signaliibertragungsverhaltens des betrachteten
Systems.

e Ausgangspunkt ist die Erfassung der Systeme durch mathematische Modelle.

e Die zu regelnde physikalische Grofie (z.B. Druck, Temperatur, Spannung) ist zweitran-
gig.

e Eine weitgehende Unabhéngigkeit von konstruktiven Gesichtspunkten liefert allgemein
verwertbare Aussagen.

Regelungstechnik als eigenstindiges Fachgebiet

e Die Regelungstechnik ist weniger eine Gerdtewissenschaft, sondern vielmehr eine
Systemwissenschaft.

e Verbindendes Element der technischen Wissenschaften. Stark methodisch orientiert.

e Einsatz bei technischen und nichttechnischen (biologischen, soziologischen, 6kologi-
schen) Systemen. Die Methoden finden allgemein bei dynamischen Systemen Anwen-
dung.

Dynamisches System

Systemeingang . Systemausgang
. . Dynamisches System .
Eingangssignal | .. ) _ Ausgangssignal
Ubertragung und Verarbeitung von Signalen Witk
Ursache (z.B. Energie, Information, Geld) Ireung

Zeit

Das Ausgangssignal ist die zeitliche Auswirkung des dynamischen Sytems auf das Ein-
gangssignal.

Kennzeichen: Gerichtete Signaliibertragung (charakterisiert durch einen Pfeil)

Beispiele:

Ein einzelnes Gerét (Mefigerat mit einem Eingang und einem Ausgang).
Gesamte technische Anlage (mehrere Ein-/Ausginge).
Wirtschaftssystem (mehrere Teilsysteme hierarchisch geordnet).



Grundlagen der Regelungstechnik Blatt V 4

1.2 Beschreibung des Ubertragungsverhaltens

Beispiel 1: Drehzahl einer Dampfturbine

Fliehkraft-
pendel

_ U 4

= w‘/<\y

Dampfventil
— Q |N U  Ventilhub
@ Dampfstrom
N Drehzahl
Y Anzeige
Turbine

Ausgangssituation: Es liege ein stationdrer Betrieb in einem Arbeitspunkt vor.
Frage der Signaliibertragung: Wie wirkt sich eine Anderung des Ventilhubs U auf
die Anzeige Y aus?

Die Beantwortung erfolgt in mehreren Einzelschritten.

1. Ventil: e Es liege die Messung @ = Q(U) vor. Der Arbeitspunkt sei Qs = Q(Us).
U—Q

N#herung in der Umgebung des Arbeitspunk-

tes:

Q— Qs = K;-(U—-Ug) mit dem gemessenen

Verstarkungsfaktor K, = % lv=vs -

Mit ¢ = Q — Qg und u = U — Ug seien die

Arbeitspunkt Abweichungen vom stationdren Zustrom und

dem stationédren Ventilhub bezeichnet. Dann

ergibt sich als Linearisierung im Arbeitspunkt:

Linearisierung im Arbeitspunkt

Kennlinie

Qs

q=Ki-u

e Testsignal zur Charakterisierung des Ubertragungsverhaltens des Ventils:
Sprungfunktion (Einheitssprung)

u

1

t

Annahme: Bei sprunghafter Offnung des Ventils soll ein verzégerungsfreier Volumenzu-
strom erfolgen. Damit erhalten wir als Antwort auf den Einheitssprung:
q

K1

Sprungantwort

t
e Symbolische Darstellung des Ubertragungsverhaltens:

K1

Ergebnis: Das Ventil zeigt proportionales Ubertragungsverhalten, es handelt sich um ein
sogenanntes Proportionalglied (charakterisiert durch die Verstiarkung K;).

Man schreibt dafiir abkiirzend: P-Glied
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2. Drehzahl: e Der Arbeitspunkt sei Ng = N(Qg). Wir definieren n = N — Ng als
Q— N Abweichung von der stationédren Drehzahl.

o Als Testfunktion verwenden wir wieder den Einheitssprung.
q
1

t

Der neue stationédre Zustand stellt sich nach einer Verzogerung ein. Die Drehzahl
wiichst, bis der Volumenstrom im Abflufl gleich dem Volumenstrom im Zufluf} ist.

n

K>
Sprungantwort
Ty t
. Ko Ei
e Symbolische Darstellung:
q n

Ergebnis: Die Drehzahl zeigt das Ubertragungsverhalten eines sogenannten Verzégerungsglie-
des 1. Ordnung (charakterisiert durch die Verstirkung Ko und die Zeitkonstante
Ty).

Man schreibt dafiir abkiirzend: PT;-Glied

3. Mef3geriit: e Die stationdre Anzeige (Arbeitspunkt) sei Yg = Y (Ng). Als Abweichung
N—-Y von der stationdren Drehzahlanzeige definieren wir y =Y — Y.

o Als Testfunktion wird ebenfalls wieder der Einheitssprung verwendet.

n

1

t

Die Anzeige fithrt geddmpfte Schwingungen aus bis zum Erreichen des neuen sta-
tiondren Wertes.

Y

K3 Sprungantwort
t
. K3 T,D
e Symbolische Darstellung:
n y

Ergebnis:  Das MeBgerit zeigt das Ubertragungsverhalten eines sogenannten Verzige-
rungsgliedes 2. Ordnung (charakterisiert durch die Verstirkung K3, die
Zeitkonstante T und die Dampfung D).

Man schreibt dafiir abkiirzend: PTo-Glied

Hinweis:  Die Zeitkonstante T 148t sich aus der Schwingungsdauer 7 berechnen.
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4. Gesamtsystem: Das Ubertragungsverhalten des gesamten Systems kann durch Hin-
tereinanderschaltung der einzelnen Ubertragungsglieder (Blocke)
dargestellt werden. Wir gelangen so zum folgenden Blockschaltbild.

Blockschaltbild:
Kl K2 Tl K3 T7 D
u q n Y
Eingang Ausgang
(Ursache) (Wirkung)
Ergebnis:

e Wir haben das System aufgetrennt. Dabei ist wichtig, daB die Auftrennung des
Gesamtsystems in Teilsysteme so erfolgt, dafl jeder Systemteil die Signaliibertragung
nur in einer Richtung erlaubt, d.h. riickwirkungsfrei arbeitet. Dies wird durch Pfeile
dargestellt. (Hinzukommende Stérungen diirfen sich nicht durch den betreffenden
Block hindurch auf das Eingangssignal auswirken.)

e Die Art der physikalischen Grofle ist in dieser Darstellung zweitrangig. Entscheidend
fiir die Regelungstechnik ist das Ubertragungsverhalten und nicht die Gerétetechnik
der einzelnen Systemteile.

Weiteres Beispiel zur Darstellung des Ubertragungsverhaltens:

Beispiel 2: Fiillstand in einem Behélter

N
~
-
!

Dynamisches System

Arbeitspunkt: Ug, Qs, Hs, Ys
Abweichungen vom Arbeitspunkt:

(-
.
it
|
‘\“

U
HE\H\

u =U—Ug Ventilstellung
7 g =Q—Qs Zuflu3 zum Behélter
= h =H — Hg Fiillstand
y =Y —Ys Schwimmeranzeige
Blockschaltbild:
K1 Ko i K3 T,D
u q h Y,
Eingangs- Ausgangs-
signal signal

Folgerungen aus beiden Beispielen:

— Es ist ohne Bedeutung, ob das Blockschaltbild ein elektrisches, mechanisches, chemi-
sches oder thermisches System darstellt.

— Diese einheitliche Darstellung verschiedenartiger Systeme ist von Vorteil fiir die Mo-
dellsimulation auf dem Analog- bzw. Digitalrechner.

— Der Ubergang vom technischen System zum abstrakten mathematischen Modell erfolgt
durch Kombination von Experiment und Theorie.

— Notwendige Voraussetzungen fiir die Modellbildung sind die Kenntnis der physikali-
schen Grundlagen und technisches Fingerspitzengefiihl.
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1.3 Steuerung und Regelung

Die Unterschiede sollen am Beispiel einer Dampfturbine erldutert werden. Dazu betrach-
ten wir den Einflul des Druckes Z im Zustrom auf das Ubertragungsverhalten.

Steuerung: Fliehkraft-
pendel
_ U b
= K\y
Dampfventil
Z — N Z Stoérung im Zustrom

Turbine

Bisher: Es wurde angenommen, dafl der Druck Z im Zustrom einen fest vorgegebenen
stationdren Wert Z = Zg besitzt und beibehélt. Aus einem Kennlinienfeld
Zs = Zg(Ug,Ys) kann dann fiir jeden Wert Zg = const. bei vorgegebener
Anzeige Yy die Ventilstellung Ug abgelesen werden.

Zs Zs Zs,
YS 1 3 5
i ! / /
i /
/ / 4 7
v / / 77
So N vz .. . .
, // g Kennlinienfeld fiir verschiedene
LT L - stationidre Werte Z,;
Us, Us

Jetzt: @ Wir lassen Druckschwankungen zu, d.h. Z # Zg .
Stellt man bei vorgegebener Drehzahl bzw. Anzeige Yg den Ventilhub Ug

dennoch nach der Kennlinie fiir Zg ein, so liefert dies kein befriedigendes
Ergebnis.

e Wir fithren die Storung z = Z — Zg # 0 ein und erhalten als
Blockschaltbild fiir die Steuerung:

Ky zl
Kl K2 Tl K3 TvD
u J% q n Y
— it —— —

Ergebnis: Der Erfolg der Steuerung ist an die folgenden Voraussetzungen
gebunden:
e Sorgfiltige Kalibrierung der Anlage (Aufnahme der Kennlinie).
e Es sind keine unbekannten Storgroflen vorhanden.

e Verschleil in der Anlage (z.B. Anderung der Ventilcharakteristik)
ist nicht vorhanden bzw. ohne Einfluf.
Als charakteristisch fiir eine Steuerung halten wir fest:

e Die Signaliibertragung erfolgt in einer Richtung. Bei der Steuerung handelt es
sich um einen offenen Wirkungsablauf (Steuerkette).
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Neue Aufgabe:

Sind die zuvor genannten Voraussetzungen nicht erfiillt, so kann fiir Abhilfe gesorgt wer-
den, indem die Steuerung durch eine geeignete Verdnderung der Anzeige Y iiberwacht
wird. Dies ist insbesondere wichtig, wenn noch weitere unbekannte Stérungen vorhanden
sind (wie z.B. Gegendruck Z,, Verbraucher Z3). Wir gelangen so zur Regelung.

Ein Kriterium fiir die Abhilfe ist: Die Anzeige Y muf} eine Abweichung vom vorgegebenen
Sollwert W erkennen lassen.

Regelung:

Fliehkraft- /
pendel

W Verbraucher
Z3

Generator l i l

Felderregung

Dampfventil
—

Z1
Druck

Turbine P = const

!z,

Gegendruck

Vorgehen: Ein Vergleich von Sollwert W und Anzeige Y liefert das Fehlersignal FE.

Fall 1: Ist Y = W | so ergibt sich kein Fehlersignal und Abhilfe ist unnétig.

Fall 2: Ist Y # W |, z.B. bei Schwankungen von Z, so ergibt sich ein Fehler-
signal E =W —Y.
Als normiertes Fehlersignal fiihren wir ein: e = w — y.
Uber den Hebel wird proportional zum Fehler e der Ven-
tilhub u verstellt. Es besteht ein Zusammenhang der
Form
u=Ks-e

Die entscheidende Mafinahme war: Das Ausgangssignal y wurde auf das Ein-
gangssignal u zuriickgefiihrt (Riickkopplung). Wir gelangen damit zum
Blockschaltbild der Regelung:

Ky zl

w +. e u —% q n Yy
yi +

Als charakteristisch fiir eine Regelung halten wir fest:

e Signale werden zuriickgefiihrt. Bei der Regelung handelt es sich um einen
geschlossenen Wirkungsablauf (Regelkreis).

Vorteil der Regelung: Beseitigung der Auswirkungen von Stérungen durch Riickkopp-
lung. (Gelegentlich spricht man auch von negativer Riickkopplung.)
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1.4 Grundstruktur und Bezeichnungen von Regelkreisen

Hauptbestandteile eines Regelkreises (Regelkreisglieder) aufgezeigt an den Beispielen Dreh-

zahlregelung und Fiillstandsregelung.

Beispiel 1: Drehzahlregelung

Z] ———»
22 ———»

23 ———»

Hebel

Regler R

Dampfventil

Stellglied St

Druck
Gegendruck
Stromverbrauch

Storungs—
verhalten

Turbosatz
Stellverhalten
Strecke S

(s)

Fliehkraftpendel
Mefiglied M

Beispiel 2: Fiillstandsregelung

(.1
\
e
(]
‘ |
Ul
HH{:HH

Zufluf, Abflufl

MeBglied M
Regler R
Stellglied St

Storungs—
verhalten
Behélter
w + € Hebel u Ventil q Stellverhalt h | Schwimmer
. ellverhalten .
_ Regler R (ug) Stellglied St ” v (ys) Mefiglied M
Y Strecke S
Regelkreisglieder:  Regelstrecke (Strecke) S
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Standardisierter Regelkreis und Bezeichnungen

Stellglied
St

] g

Strecke

Strecke

Nimmt man das Stellglied zum Regler mit hinzu und fafit man das Mefiglied mit der
Strecke zusammen, so erhilt man den nachfolgend skizzierten Standardregelkreis.

Bezeichnungen (abweichend von DIN 19226)

Regler

N

Strecke

S

w(t)  Sollwert (FithrungsgroBe)
y(t)  Regelgrofe

e(t)  Regelabweichung (e = w — y)
u(t)  Stellgrofe

z(t)  Storgrofe

Beispiele fiir Mefi—, Regel- und Stelleinrichtungen seien nachfolgend genannt:

e MeBeinrichtung:  Schwimmer

Fliehkraftpendel

Thermometer
Kreisel

Sollwertgeber
Abgriff
Integrator
Rechner

Stellventil
Drosselklappe
Verstarker
Stellmotor

e Regeleinrichtung:

e Stelleinrichtung:




Grundlagen der Regelungstechnik Blatt V 11

1.5 Forderungen an Regelkreise

1. Stabilitét

Die bereits bekannte Drehzahlregelung dient wieder als einfiithrendes Beispiel. Die bis-
her vorgeschlagene Regleranordnung, ndmlich mechanisch mit Hilfe eines Hebels, arbeitet
kaum riickwirkungsfrei. Die gesamte Energie des Ventilhubs mufl vom Mefiglied aufge-
bracht werden. Es besteht die Gefahr der Instabilitdt durch aufklingende Schwingungen
im Regelkreis. Fine wichtige Forderung ist daher die Stabilitét eines Regelkreises.

Abhilfe in unserem Beispiel: Motor mit Hilfsenergiequelle.

Zunéchst werden Y und W in proportionale Span-

Ny
4 nungswerte umgesetzt. Wir betrachten im folgen-
Spindel den wieder Abweichungen vom Arbeitspunkt.
i Drehzahl n,; des Motors:
I poda= w m=w oy .
U Zusammenhang zwischen Drehzahl nj; und Ventil-
= hub w:
Dampt 5 Z—?:’[L:KG-TLMbzw.u:K6~fedtmite:nM
Widerstand Der Regler besitzt hier integrales Verhalten.
Man schreibt abkiirzend dafiir: I-Regler
Turbine Symbolische Darstellung:
l Ks
e u

Ausgangspunkt fiir die Formulierung der Stabilititsforderung ist ein stationdrer Betriebs-
zustand, z.B. y, = 0. Mogliche Zeitverldufe von Ausgangs— bzw. Fehlersignal sind nach-
folgend fiir die Regelgréfle y dargestellt.

Bei kleiner Anfangsauslenkung (Storung) oder:

y(0) und nicht vorhandenem Eingangs- Bei beschrinktem Eingangssignal u(t)
signal, d.h. u(t) = 0, soll das Ausgangs- muf das Ausgangssignal y(t) ebenfalls
signal ab einem gewissen Zeitpunkt in der beschriankt bleiben.

Néhe von ys = 0 bleiben.

beschriankter Eingang t

stabil (grenzstabil)

ST K Stabil t
asymptotisch stabil

] LacA

,,\./,\\\\\/ t A4 +
NS instabil

instabil
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2. Regelgiite
Die Regelabweichung e(t) = w — y(t) mufl mit wachsender Zeit gegen Null gehen.

| A

t ‘ t ‘ ~

e

zufriedenstellend

zu hohe Frequenz zu langsam

Fiir die verschiedenen Regleriibertragungsfaktoren K, ergeben sich fiir £ — oo verschie-
dene Regelabweichungen.

Beispiel: Drehzahlregelung mit Proportionalregler (P-Regler)

Fiir den P-Regler gilt die Beziehung ny, = K- e = Kgr(w — y), wobel Kg Verstirkungs-
faktor bzw. Regleribertragungsfaktor heifit. Nachfolgend sind fiir drei verschiedene Reg-
leriibertragungsfaktoren Kr, < Kg, < Kpg, einige typische Ausginge fiir einen Sollwert-
sprung wy skizziert.

Yy .~

/" \__~ Kgs

o = lim e(t)
t—oo

~
=
:u
&
&~

Ergebnis: Der Verstarkungsfaktor ist so zu wahlen, dafl Stabilitat und Regelgtiite
gewahrleistet sind.

Eine haufige Vorschrift fiir die Regelgiite ist eine quantitative Zielfunktion.
Beispiel:

e

Ziel: Minimierung der Beruhigungs-
zeit T, beziiglich Kr bei vorge-
gebenem ¢, d.h.:

T.(K3) =minT(KRg)
Kr

K¥, heifit optimaler
Verstarkungsfaktor.

1.6 Problemstellungen in der Regelungstechnik

Wichtig ist: Strecke und Regler miissen immer zusammen betrachtet werden.

(1) Analyse:
(2) Synthese:
(3) Optimale

Synthese:
(4) Adaption:

Strecke und Regler  Frage:
gegeben.

Strecke gegeben. Ziel:
Strecke gegeben. Ziel:
Strecke unbekannt. Ziel:

Sind Stabilitdt und Regelgiite er-
fiillt?

Regler gesucht derart, dal Stabilitat
und Regelgiite erfiillt sind.

Regler gesucht derart, dal Stabilitét
und Regelgiite optimal erfiillt sind.

Regler gesucht derart, dafl die Strek-
ke identifiziert und geregelt wird.
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1.7 Klassifikation von Regelkreisen
1. Nach funktionellen Gesichtspunkten

a) Nach dem Sollwert mit den iiblichen Fallunterscheidungen
Fall 1: Konstanter Sollwert w = const. (Beispiele 1 und 2):
Festwertregelung oder Storgriffenregelung

Fall 2: Variabler Sollwert (Fiithrungsgroe) w = w(t) :
Folgeregelung oder Nachlaufregelung

Beispiel fiir eine Folgeregelung: Winkeliibertragungssystem

T m

T L+ |
Uspeise U - . Upg=e | >| Us=ugr Getriebe @i o2y
e1 p1=2w — / o=

| o,

o 1
Fihrungs— é Differenzverstarker Folge—
potentiometer - (Regler) Up=Kgr-Uy potentiometer

b) Nach Arbeitsweise und Struktur
Analoge Regelung Abtastregelung Stetige Regler
Digitale Regelung Adaptive Regelung Unstetige Regler

Hybride Regelung Optimale Regelung
Strukturvariable Regelung

Einschleifige Regelkreise ~ Unterlagerte Regelkreise Mehrschleifige Regelkreise

+ + + T L

— |

—
L
Hierarchische Regelkreise

2. Nach energetischen Gesichtspunkten (im wesentlichen fiir Regler und Stellglied)

a) Ohne Hilfsenergie: b) Mit Hilfsenergie:
mechanisch elektrisch, pneumatisch und hydraulisch

3. Nach mathematischen Gesichtspunkten (im wesentlichen fiir das Streckenmodell)

linear - nichtlinear (eine nichtlineare Gleichung im Regelkreis genitigt)

konzentrierte Parameter - verteilte Parameter (partielle Dgln.)

zeitinvariant - zeitvariant (z.B.: Rakete mit verdnderlicher Masse)

zeitkontinuierlich - zeitdiskret (Abtastregelung)

deterministisch - stochastisch (nicht reproduzierbare Signale bzw. Systemparameter)
eindimensional - mehrdimensional (mehr als ein Eingang bzw. Ausgang)
unbeschriankte Variablen - beschrinkte Variablen

stetig - unstetig

stabil - instabil

dynamisch - statisch (Beharrungsverhalten)



Grundlagen der Regelungstechnik Blatt V 14

2 Mathematische Modelle

2.1 Beispiele fiir dynamische Modelle

Nachfolgend sind einige einfache Beispiele fiir Regelkreisglieder aus verschiedenen Berei-
chen der Technik angegeben.

Beispiel 1: Thermometer (System mit Warmetransport)

Ziel der Modellbildung: Entscheidungshilfe zur Beurteilung der Brauchbarkeit der
Messung.

Aufgabe: Mathematische Beschreibung des Mefisystems, um Aufschlufl dariiber zu er-
halten, wie die anfallende MeBgrofle durch das MeBsystem auf die Anzeige
iitbertragen wird.

Mef3system:

m  Fiihlermasse

94 (Anzeige) ¢ spez. Warme der Fiihlermasse
F Fiihleroberfliche
a  Wirmeiibergangszahl

m, (Quecksilber/Glasrohr)

Luft Ipufe=VE <
(MeBigroBe) F, a

Mathematisches Modell
Wiérmebilanz fiir den Fiihlerkopf (bei homogener Temperaturverteilung im Fiihlerkopf):

Qzugefﬁhrt = Qgespeichert + Qabgefu'hrt
——

=0 d.h. keine Verluste durch
Wirmeleitung und Ab-

strahlung
dd
a-F~(19E—19A):m~c~d—£4+O
Abkiirzung: T, = m-e
a-F
Damit: Ty-Da(t) +0a(t) =Vp(t)  Verzdgerungsglied 1. Ordnung
Anfangsbedingung: 94(0) = D a0 , Temperaturanzeige zu Beginn

(t=0) der Messung

Ergebnis: Die Dynamik des Thermometers wird durch eine lineare gewohnliche Dif-
ferentialgleichung 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten dargestellt.

Bemerkung: Die anschauliche Interpretation der Differentialgleichung ist sehr be-
grenzt. Erst die Losung der Dgl. fiir eine spezielle Eingangsfunktion ¥ g(t)
ermoglicht im allgemeinen den Vergleich von Ein- und Ausgangssignal. Be-
kannt ist, dal die Anzeige der MeBgrofie verzogert eintritt. Die Verzogerung
wird durch den Speichereffekt verursacht.
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Beispiel 2: Riihrkessel (System mit Stoff- und Warmetransport)

Yo, cao, ¢
\% Volumen des Reaktionsgemisches im Behélter
Zulauf P Dichte des Reaktionsgemisches
Cp Spezifische Warme
TR I q Volumendurchfluf§ (Vol./Zeit)
T Yo(t) Zulauftemperatur
h = const 9(t) Temperatur des Behélterinhalts
l V. 9, ca cao0(t) Zulaufkonzentration des Stoffes A
AbAuB ca(t) Konzentration des Stoffes A im Behélter
(mol/Liter)
Y9, ca, q

Voraussetzungen (Idealisierungen):

e Der Stoff A wird im Behélter ideal durchmischt, d.h. Temperatur ¥ und Konzentration
c4 sind ortsunabhéngig.
e Der Kessel speichert keine Warme, d.h. wérmeisoliertes Durchlaufgefas.

Aufgabenstellung;:

Bekannt seien die Verldaufe fiir Zulauftemperatur wu;(t) = Jo(¢) und Zulaufkonzentration
Uz(t) = CAo(t).

Gesucht sind Temperaturverlauf y,(¢) = 9(¢) und Konzentrationsverlauf yo(t) = ca(t) im
Riihrkesselabfluf3.

Mathematisches Modell
Warmebilanz fiir den Kessel:

Qgespeichert = QZulauf - QAbfluB
dv

m'cp'a:q'p'cp'ﬁo_q'p'cp'/ﬁ7m:p'v
Vo dd
—— =19y —1
q dt 0

v
Mit der Abkiirzung 77 = — sowie u; = ¢ und y; = ¢ folgt:
q

T1 -1 (t) + ya(t) = ui(t) , Anfangsbedingung y;(0) = yio
(Temperatur zu Beginn des Riithrvorgangs)

Materialbilanz (Massenbilanz) fiir den Kessel:

dCA
V.- 22 —qg.can—0a-c
dt q-Cao —q-Ca

V
Mit der Abkiirzung 77 = — sowie uy = c49 und yo = c4 folgt:
q
Ti - y2(t) + ya(t) = ua(t) , Anfangsbedingung y(0) = y20
(Anfangskonzentration des Stoffes A)

Ergebnis: Temperaturverlauf und Konzentrationsverlauf im Kesselabflufl werden beide
durch eine lineare gew6hnliche Differentialgleichung 1. Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten beschrieben.
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Beispiel 3: Feder-Masse-Dampfersystem (Mechanisches System)

Ziel: Erfassung der dynamischen Eigenschaften des Meflsystems.

Mef3system:

Fe=u
l F.(t) erregende Kraft (Eingang)
m — m Masse des Meflsystems
g l d Déampfungskonstante des Mefsystems
% =7 c Federkonstante des Meflsystems
c y(t)  Anzeige (Ausgang)
d

Mathematisches Modell

Kriftebilanz bei Auslenkung aus der Ruhelage (y = 0):
NEWTONsches Gesetz:

m'y:Fe_Fdepfer_FFeder

Nimmt man geschwindigkeitsproportionale Dampfung und ein lineares Gesetz fiir die Fe-
derkraft an, erhdlt man mit F, = u, Fpampfer = d - Y, Freaer = ¢ - y folgende Differential-
gleichung;:

m-y+d-y+c-y=u
Setze: Ty=-,T}=

Damit: T3 -4(t) + T - y(t) + y(t) = Kp-u(t)  Verzdgerungsglied 2. Ordnung

Anfangsbedingungen: y(0) =yoo =0 Ruhelage zu Beginn (t=0)
y(0) = yo1 =0 der Messung.

Ergebnis: Die Dynamik des Meflsystems wird durch eine lineare gewohnliche
Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
dargestellt.

Bemerkung:  Bekannt ist, dafl die Anzeige je nach Wahl der Dampfung aperiodisches
Verhalten aufweist bzw. geddmpfte Schwingungen ausfiihrt.
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Beispiel 4: RC-Tiefpafl (Elektrisches System)

i 19 =10 Ausgangssignal
u @ — Y
A C @ y(t)
O

O @

Eingangssignal

u(t)

Voraussetzung: An den Ausgang wird ein hochohmiger Verstirker (R; — oo) angeschlossen, d.h. i3 — 0.

Mathematisches Modell
KIRCHHOFFsche Gesetze (Maschenregel und Knotenregel)

1
Masche 1: u:R~i+5/i~dt (1)
1 .
Masche 2: y=—= /z - dt (2)
C
Aus (2) folgt durch Differentiation: C' -y =i (3)
(2) und (3) in (1) eingesetzt liefert die Dgl. des Ubertragungs-
gliedes:
RC (1) + y(t) = u(t) (4)
Abkiirzung: T, = RC
Damit: Ty -9(t) +y(t) = u(t)
Anfangsbedingung:  y(0) = yoo (5)

(Kondensatorspannung zu Beginn des Experiments)

Ergebnis: Der RC-Tiefpa8 (RC-Glied) wird durch eine lineare gew6hnliche Diffe-
rentialgleichung 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten beschrieben.

Bemerkung: Die obige Differentialgleichung ist bereits aus den vorherigen Beispielen
bekannt.

Die Ordnung der Dgl. stimmt mit der Anzahl der Energiespeicher
(Kondensator) tiberein.

Losung des Anfangwertproblems fiir das RC-Glied

e Durch die Differentialgleichung (4) und die Anfangsbedingung (5) ist das An-
fangswertproblem festgelegt.
e Die Eingangsspannung u(t) wird als gegeben angenommen.
t
. .. —t 1 _—l(t _ 7-)
Die Losung lautet: y(t) = yoo - €RC + e eRC ~u(T)dT (6)

(vgl. Abschnitt 3.2) 0
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2.2 Folgerungen aus den mathematischen Modellen

Feststellung

Samtliche mathematischen Modelle der vorgestellten Regelkreisglieder sind durch Diffe-
rentialgleichungen représentiert.
Dies ist kein Zufall sondern charakteristisch.

Physikalische Grundlagen zum Aufstellen der Differentialgleichungen fiir die
Regelkreisglieder

Mechanische Systeme:

NEWTONsches Gesetz, Kréfte- und Momentengleichgewicht, Erhaltungssidtze von Im-
puls, Drehimpuls und Energie.

Elektrische Systeme:

KIRCHHOFFsche Gesetze, OHMsches Gesetz, Induktionsgesetz (bei Netzwerken),
MAXWELLsche Gleichungen (bei Feldern, d.h. ortlich verteilten Systemen).

Thermische Systeme:

Wiérmeleitungs- und Wéarmeiibertragungsgesetze, Erhaltungssitze der inneren Energie
oder Enthalpie.

Systeme mit Stofftransport:
Gesetze der Fluid- oder Gasdynamik, Diffusionsgesetz.

Systemidentifikation

Um ein gutes mathematisches Modell eines realen Systems zu erhalten, miissen sowohl
die Struktur (Typ der Dgl.) als auch die Parameter (Systemkonstanten) ermittelt (iden-
tifiziert) werden.

Diese Aufgabe der Systemidentifikation kann theoretisch (anhand physikalischer Grund-
lagen), experimentell (Auswertung der Messung von Systemeingang und -ausgang) oder
in Kombination gel6st werden.

Analoge Modelle - Simulation

Die vorgestellten Systeme mit Wérmetransport bzw. Warme- und Stofftransport (Ther-
mometer und Riihrkessel) und das elektrische System (RC-Glied) werden durch denselben
Differentialgleichungstyp beschrieben. Sie besitzen dieselbe mathematische Struktur und
werden daher als analoge Modelle bezeichnet. Beispielsweise ist das RC-Glied die elektri-
sche Analogie zum Thermometer.

Fiir die Simulation auf einem Rechner sind daher alle diese Systeme nicht voneinander zu
unterscheiden, allenfalls durch die Groflenordnungen der Systemkonstanten. Alle Systeme
werden durch ein und dasselbe wvirtuelle Modell beschrieben.

Weiteres Vorgehen

Im folgenden untersuchen wir Regelkreisglieder, die durch lineare gewohnliche Differenti-
algleichungen beschrieben werden, sogenannte lineare Regelkreisglieder.

Wir konzentrieren unsere Betrachtungen auf Differentialgleichungen mit konstanten Ko-
effizienten und Regelkreisglieder mit jeweils einer Eingangs- und Ausgangsgrofie.
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3 Analyse linearer Regelkreisglieder im Zeitbereich

Einfiithrende Bemerkung:

Zur Beschreibung des Signaliibertragungsprozesses® gibt es im wesentlichen drei Arten. Sie
sind theoretisch gleichberechtigt, Unterschiede liegen in ihrer Anschaulichkeit einerseits
und in ihrer rechnerischen Eleganz andererseits.

Die Beschreibung des Ubertragungsverhaltens kann erfolgen durch

e Differentialgleichungen (mit Losung)
e Antwortfunktionen (auf standardisierte Eingangssignale)
e Ubertragungsfunktionen bzw. Frequenzgénge (als Folge der LAPLACE-Transformation)

3.1 Beschreibung linearer Regelkreisglieder durch Differential-
gleichungen

Das mathematische Modell der im folgenden analysierten linearen Regelkreisglieder (Reg-
ler, Stellglied, Strecke, Mefiglied) mit jeweils einer Eingangsgrofie u(t) und einer Ausgangs-
grofe y(t) sei gegeben durch

- Y () + oy -y L Far - y(t) Fag - y(t) =
bo - u(t) + by - w(t) + ...+ by - u™ V() + by, - u™(E), a, #0

bzw.

> ay - y®(t) = 30 by ul(t)
v=0 n=0
mit den Anfangsbedingungen
y(0) =y, (¥=0,1,2,...,n—1).
Bei der angegebenen Differentialgleichung handelt es sich um eine inhomogene lineare
gewoOhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Wie bereits frither erwédhnt, ist die anschauliche Interpretation der Differentialgleichung
sehr begrenzt. Erst die Losung der Dgl. gibt Aufschlufl dariiber, wie sich bei bekanntem
Eingangssignal u(t) das Ausgangssignal y(¢) verhélt.

Die homogene Differentialgleichung
3>, y(1) = 0
v=0

beschreibt das Verhalten des Regelkreisgliedes zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 vollsténdig, wenn
es sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 in dem gegebenen Anfangszustand yo, (v =0,1,...,n—1)
befunden hat und fiir ¢ > 0 keine Eingangsfunktion vorhanden ist.

*Ein SignaliibertragungsprozeB ist durch Signal und Ubertragungsverhalten gekennzeichnet.
Beispiel: Der Vorgang des Messens ist ein Signaliibertragungsproze8.
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3.2 Losung von linearen gewdhnlichen Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten

Losungsschema:

Schritt 1: Allgemeine Losung yy(t) der homogenen Differentialgleichung.

Schritt 2: Eine partikuldre Losung yp(t) der inhomogenen Differentialgleichung.

Schritt 3: Allgemeine Losung y(t) = yu(t) +yp(t) der inhomogenen Differentialgleichung.
Schritt 4: Beriicksichtigung der Anfangsbedingung(en).

Schritt 1: Ausgangspunkt ist die homogene Dgl. des Regelkreisgliedes
any™ () + any™ V() + o+ ag(t) Faoy(t) =0, an £0. (+)

Zur Losung dient der bekannte Ansatz y(t) = yy(t) = C - e (C = const # 0)
mit dem komplexen Parameter

$=0+ jw (0, w reell, j=+/—1).
Nach Einsetzen in (x) folgt
[anS" + ap 18" P+ ..t ays+ag) - C-et=0.
Diese Beziehung mu8 fiir alle ¢ gelten. Damit erhélt man
ApS"™ + Ap_18" L+ .+ a5 +ag =0, (a, #0) .

Dies ist die charakteristische Gleichung des Systems. Sie ist eine algebraische Gleichung
n-ten Grades zur Bestimmung von s.

Hauptsatz der Algebra fiir die Losung der charakteristischen Gleichung:

e Die charakteristische Gleichung besitzt genau n (nicht notwendig verschiedene)
Lésungen sp (k=1,2,...,n), die sog. Wurzeln der charakteristischen Gleichung.

o [iir reelle Koeffizienten a,, (dies ist aus physikalischen Griinden erfiillt) sind
— entweder sdamtliche Wurzeln s, reell
— oder je zwei Wurzeln konjugiert komplex, also etwa

S1 = 51 +jw1 und SS9 = (51 — jwl.



Grundlagen der Regelungstechnik Blatt V 21

Darstellung der allgemeinen Lésung der homogenen Differentialgleichung
Fall 1: Alle Wurzeln s, seien verschieden, d.h.
517&327&"'7&371—1%571'

Dann lautet die allgemeine Losung:

ya(t) = > yr(t) mit yr(t) = Cf - e+t (k=1,2,...,n).
k=1

Fall 2: Eine Wurzel trete p-fach (p > 1) auf. Im folgenden sei dies die Wurzel s;.

81 =83=...=8,_1=8, F Spt1F...% Sp
A o - ~~ g

~
p gleiche Wurzeln n—p verschiedene Wurzeln

Dann lautet die allgemeine Losung

yr(t) = Gy - th1estt (k=1,2,...,p),

ya(t) = > yx(t)  mit
=t yr(t) = Cp - e+t (k=p+1,...,n).

Entsprechendes gilt, wenn mehrere Wurzeln mehrfach auftreten.

Bemerkung: Im Falle komplexer Wurzeln sind die Konstanten C} ebenfalls komplex.

Zu Schritt 2:

Eine Moglichkeit zur Bestimmung einer partikuldren Losung besteht in der Methode der
Variation der Konstanten. Hierbei dient als Ansatz die Losung der homogenen Differen-
tialgleichung, wobei die n Konstanten C}, als Funktionen Cy(t) aufgefafit werden.

Bei spezieller Form des Eingangssignals u(t) 1a8t sich hiufig eine partikuldre Losung durch
einfache algebraische Kunstgriffe ermitteln.

Zu Schritt 4:

Die n Konstanten Cy (k= 1,2,...,n) werden aus den vorgegebenen n Anfangsbedingun-
gen

y™(0) = you (v=0,1,....,n—1)

bestimmt.
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Beispiel: Losung der Differentialgleichung fiir das PT;-Glied

Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

Schritt 4:

Tv-g+y=K-ull), y(0) = yoo-
Losung der homogenen Differentialgleichung
Ansatz: yu(t) =Cy - e
1
Charakteristische Gleichung;: Tis+1=0, Wurzel: s = T
1
_t
Losung: yg(t) =Cy-e T
Partikuldre Losung (mit Variation der Konstanten)
t
Ansatz: yp(t) =Ci(t)-e T
_Gi()

_t
Daraus: yp(t) = e T1 +C (t)-e T

1
Nach Einsetzen in die inhomogene Dgl. folgt:

Cr(t) = Tﬁe% u(t)

1
Die Integration liefert:

——
=0

/—eTl ~u(T) dr + C1(0)

(Da eine partikuldre Losung ausreicht, kann C(0) = 0 gesetzt werden.)

Damit lautet die partikuldre Losung:

t
K = _L K _t=—1
wrlt) = | [ et utr) dr| T / e T ulr) dr
0 0

Allgemeine Losung

y(t) C’leTl +/—e T u(T)dr

Anfangsbedingung
Yoo = C1

Ergebnis: Damit lautet die Losung bei beliebigem Verlauf der Eingangsfunktion u(t):

—1
y(t) = yoo - €Tt + /—e T u(r)dr,  (fic t > 0)
—_—

s

nur von der Anfangs-
bedingung y(0) ab- nur von der Eingangsfunktion u(t)

héngige freie Bewegung hervorgerufene erzwungene Bewegung
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3.3 Ubertragungsverhalten und Faltung

Am vorherigen Beispiel der linearen gewohnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung wurde
gezeigt, dafl sich die Losung der inhomogenen Dgl. aus zwei Anteilen zusammensetzt. Es
sind dies:

1. Die Losung der homogenen Differentialgleichung, welche die nur von den
Anfangsbedingungen yg, abhéngige freie Bewegung des Regelkreisgliedes be-
schreibt.

2. Die partikulédre Losung der inhomogenen Differentialgleichung, welche die von
dem Eingangssignal u(t) hervorgerufene erzwungene Bewegung des Regelkreis-
gliedes beschreibt.

Diese Darstellung gilt allgemein fiir lineare gewohnliche Dgln. n-ter Ordnung. Mit der
Losung der homogenen Dgl. hatten wir uns bereits beschéftigt. Jetzt wollen wir uns dem
zweiten Term in unserem Beispiel, der partikuldren Losung (Index p wird weggelassen)

t
K _i=z
y(t) = [ = -e T -u(r)dr, (+)
T
0
zuwenden. Dieser Term beschreibt das sog. Ubertragungsverhalten des Regelkreisgliedes
(Systems).
Es gilt allgemein:

Als Ubertragungsverhalten eines Systems bezeichnet man die Bewegung des Ausgangs-
signals dieses Systems in Abhéngigkeit von dessen Eingangssignal bei verschwindenden
Anfangsbedingungen fiir beliebige Eingangssignale.

Fiihrt man im Falle unseres Beispiels die Bezeichnung

ein, so geht (+) tiber in
t

)= [ g(t =) u(ryar

0

Wir schreiben fiir dieses Integral verkiirzt symbolisch

y(t) = g(t) *u(t)
und fiithren dafiir die Bezeichnung Faltung (Faltungsintegral) ein.

t

g(t) *u(t) := /g(t —7) - u(T)dr

0

Man sagt: ,,g(t) gefaltet mit w(t)“.
Eigenschaft der Faltung: Sie ist eine kommutative Verkniipfung, d.h. g(¢) * u(t) = u(t) = ().
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Wie zuvor ausgefiihrt, 148t sich das Ubertragungsverhalten eines Regelkreisgliedes durch
das Faltungsintegral

beschreiben. Neben dem Eingangssignal u(t) enthélt diese Darstellung nur noch die Funk-
tion g(t). Diese Funktion wird als die das System beschreibende Funktion oder Gewichts-
funktion g(t) bezeichnet. Diese Gewichtsfunktion gibt an, mit welchem Gewicht der Wert
der Eingangsfunktion u zum Zeitpunkt 7 (0 < 7 < t) in den Wert der Ausgangsfunktion
y zum Zeitpunkt ¢ eingeht.

Das Ubertragungsverhalten eines Regelkreisgliedes ist durch seine Gewichtsfunktion voll-
stdndig beschrieben.

Symbolische Darstellung des Ubertragungsverhaltens mit Hilfe der Gewichtsfunktion g(t):

ut) ——— g(t) [ y(t) = g(t) xu(t)

Hinweis: Im Anhang sind die Gewichtsfunktionen der wichtigsten Regelkreisglieder zu-
sammengestellt.

Beispiel: Auswertung des Faltungsintegrals fiir das PT;-Glied (vgl. Abschnitt 3.2).

Wihlt man als spezielles Eingangssignal die Sprungfunktion o(¢) (Einheitssprung)

1 fir ¢ >0,
u(t) =oft) o(t) =
0 fiir t < 0.
so ergibt sich mit der bereits bekannten Gewichtsfunktion
K _t
t = — Tl
g(t) = 7 -

das Ubertragungsverhalten aus dem Faltungsintegral. Man erhélt als Sprungantwort h(t)
(Ubergangsfunktion)

) =h(t) = [ BT o(n)ar
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3.4 Linearitidt und Zeitinvarianz
Im Rahmen dieser Vorlesung werden Systeme behandelt, die durch lineare gewthnliche
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten beschrieben werden.

In diesem Abschnitt betrachten wir die charakteristischen Eigenschaften von solchen /i-
nearen und zeitinvarianten Systemen.

Blockdiagramm:
Ubertragungsglied
Eingangssignal Regelkreisglied Ausgangssignal
gerichtetes Ubertragungssystem
u(t) System y(®)
L

Symbolische Schreibweise: Operatorschreibweise

y(t) = L{u(t)}

Der Operator L ist diejenige Operation, durch die aus dem gegebenen Eingangssignal w(t)
das Ausgangssignal y(t) entsteht. Lineare Systeme werden durch sog. lineare Operatoren
L représentiert.

Linearitat (Definitionen):

e Die in Abhéngigkeit vom Eingangssignal bzw. den Anfangsbedingungen erfol-
gende Bewegung des Ausgangssignals eines Systems heifft genau dann
linear, wenn dafiir das Uberlagerungsprinzip (Superpositionsprinzip)

L{uy(t) + ua(t)} = L{un (1)} + L{ua(t)}

und das Verstdrkungsprinzip

L{a-u(®)} = a- L{u(t)}
gelten. Hierbei sind wu4(¢) und uy(t) beliebige Eingénge und « eine beliebige
Konstante.

e Gehorchen die Bewegungsgleichungen fiir alle Ausgangssignale dem Uber-
lagerungs- und Verstarkungsprinzip, so heifit das durch sie beschriebene Sy-
stem ein lineares System; trifft dies nicht zu, so wird es nichtlineares System
genannt.

Linearitatsrelation:

Ein System erfiillt beide Prinzipien genau dann, wenn fiir beliebige Eingénge wu;(¢) und
us(t) und beliebige Konstanten oy, «s die Linearititsrelation

L{Ozl s Uq (t) —+ g - Ug(t)} = Q- L{u1 (t)} —+ gy - L{UQ(t)}

gilt.
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Wichtige Anwendung der Linearitéitsrelation:
L&Bt sich ein Ubertragungsglied durch die Differentialgleichung

an(t)y ™ (1) + ..+ ar(t)y(t) + ao(t)y(t) =
bo(t)u(t) + by (8)i(t) + ... + by ()ul™(t) (%)

beschreiben, so gilt hier beziiglich y(¢) und wu(t¢) die Linearitétsrelation.

Zeitinvarianz (Definition):

e Ein System der Form (x) heifit zeitvariant, wenn mindestens einer der Koeffi-
zienten a;(t), b;(t) tatséchlich zeitlichen Anderungen unterliegt. Ein zeitinva-
riantes System liegt vor, wenn sémtliche Koeffizienten a;, b; Konstanten sind.

Zeittranslation:
Bei linearen zeitinvarianten Systemen

any ™ () + a1y () + .+ agy(t) + agy(t) =
bou(t) + byit(t) + ... 4 by u™ Y (t) 4+ bpu™ (1)

folgt fiir die Abhéngigkeit des Ausgangssignals y(t) vom Eingangssignal u(t) aus

y(t) = L{u(t)}

fiir alle 7 die Beziehung (Zeittranslation )

y(t —7) = L{u(t — 7)}.

Es besteht also eine Invarianz gegeniiber Zeitverschiebungen. Ein um das Zeitintervall 7
spiter angelegtes Eingangssignal bewirkt ein um 7 verspétetes Ausgangssignal.

Wichtige Folgerungen:

1. Bei linearen zeitinvarianten Systemen kann fiir den Anfangszeitpunkt ¢, stets
to = 0 gesetzt werden.

2. Totzeitglieder der Form

any™ () + ...+ ary(t) + agy(t) =
bou(t — Ty) + bya(t — Ty) + ... + bpu™ (t — T)) (%)

(a;, b; sind Konstanten, T} ist eine konstante Totzeit)

sind linear und zeitinvariant. Man bezeichnet (xx) als Differenzen-Differential-
Gleichung.
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Beispiel: Zeittranslation und Linearitétsrelation gezeigt am Ubertragungsverhalten des
PT;-Gliedes

Ty -gy(t) +y(t) = K - u(t)
1. Zeittranslation:
Wiéhlt man als Eingangssignal die Sprungfunktion

u(t) = up-o(t)
so ergibt sich als Ubertragungsverhalten (siche Abschnitt 3.3)

y(t) = K - up - (1—6‘%) o(t) .

Behauptung: Wegen der Invarianz gegeniiber Zeitverschiebungen bewirkt die um e
zeitverschobene Eingangsfunktion

u(t) =ugp-o(t —e)
die folgende Antwort des PT;-Gliedes:

y(t):K-uo-(1—etT__f)-a(t—e).

¢
Nachweis iiber das Faltungsintegral y(t) = /g(t —7) - u(T)dT :

0

K _
y(t):/—-e v ocug-o(T —€) - dT
T
0

/ upo(t)
U f------ressssscooo o= oo o K- uQ
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2. Linearitétsrelation

Behauptung: Setzt sich das Eingangssignal fiir das PT;-Glied aus den beiden Eingangs-
funktionen w;(t) und wus(t), die mit den Verstarkungsfaktoren a; und ay gewichtet sein
sollen, zusammen, so ergibt sich wegen der Giiltigkeit der Linearitétsrelation die Antwort

des PT-Glieds als die mit «; und ap gewichtete Summe der Antworten auf die beiden
einzelnen Eingangsfunktionen u,(t) und us(t).

Als Eingangssignale wihlen wir:

ui(t) =ug - o(t) ,

us(t) =ug-o(t —e) .
Die Verstarkungsfaktoren seien

041:1,

062:—1.

Damit lautet die Behauptung:

Aus u(t) = ui(t) — uo(t)
0 fir ¢t <0
=ug-[o(t) —o(t—e€)] =1 wup fir 0<t<e
0 fiir t > ¢
folgt: y(t) =ui(t) — v2(?)

— K [(1—6‘%) Co(t) (1—6‘%) ~J(t—e)}

Eine Aufspaltung fiir die beiden Zeitintervalle 0 < ¢ < e und t > € liefert

.
K~u0~(1—eT1) fir 0<t<e
y(t) = ) f
K-u0-<eT_1—1)-e_T1 fiir t > ¢

Im folgenden soll der Nachweis dieses Ergebnisses auch noch iiber die allgemeine Losung
des PT;-Gliedes erfolgen.
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Nachweis iiber die allgemeine Losung des PT;-Gliedes mit der
Anfangsbedingung y(to) = yo

1. Etappe: 0<t<e mit u(t) = wug

Aus der obigen allgemeinen Losung folgt mit ¢y = 0 und y(to) = 0 fiir das Ausgangssignal

t

y(t):K-u0~(1—e?1) firo<t<e

Bis zum Zeitpunkt ¢ = € ist die Sprungantwort die gesuchte Losung.

2. Etappe: t>¢ mit u(t) =0

Aus der obigen allgemeinen Losung folgt mit ¢g = € und

y(e) = K -uq- (1 — eiTl> (Infolge der Stetigkeit der Losung y(t) mufl
gelten: Wert am Ende der 1. Etappe = Wert
zu Beginn der 2. Etappe)

fiir das Ausgangssignal

€ t—e

y(t) :K~u0-<1—e_ﬁ> T 40

:K-u0~<eﬁ—1>-e_% fiir t > €

/ ug [o(t) — o(t — €)] 1-— e_Tl) o(t)
Uy po------ K-

g

o

I

I

I

I

;

!

)

N

Al
uooox
" Q
" S
L~
I

I

u

]

]

1

.

1

1

1

1

1

]

1

1

1

'

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,




Grundlagen der Regelungstechnik Blatt V 30

3.5 Impulsfunktion und Impulsantwort

Als Testsignal u(t) wéahlen wir den sog. Finheitsimpuls §(t):

(t)=0 firt#0
o(t)
o) = +eo
g / o(r)dr =1
- 0 t

Die o—Funktion stellt keine Funktion im Sinne der klassischen Analysis dar. Sie ist eine
sogenannte verallgemeinerte Funktion (Distribution).

Anschauliche Interpretation der )—Funktion

Entstehung der Impulsfunktion §(¢) aus der Pulsfunktion 6.(¢):
Oc

e A= +foo S.(t)dt = 1 Die Impulsstirke (Fléche A) ist
oo (unabhéngig von €) auf den
Wert A = 1 normiert.

€ t
Der formale Grenziibergang liefert

d(t) = lim d.(¢t).

e—0

Zusammenhang zwischen Impulsfunktion §(¢) und Gewichtsfunktion g¢(¢)

Aus den fiir )-Funktionen geltenden Rechenregeln, die im Anhang A.1 zusammengefaft
sind, folgt die Beziehung

g(t) = g(t) *3(2).
Die Antwort des Systems auf einen d-Impuls (Impulsantwort ) ist also die Gewichtsfunktion
g(t)-

Symbolische Schreibweise: — )

o(t) 9(t)

Soll die Gewichtsfunktion experimentell bestimmt werden, so wird fiir den Eingangsimpuls
wegen der in realen Systemen vorliegenden Begrenzung des Steuersignals u(t) < tq, €ine
geniigend grofse Impulsbreite benotigt, um eine ausreichende Energie zur Auslenkung des
Systems zu erzielen. Dabei hingt es von der Trigheit des Ubertragungsgliedes ab, bis
zu welchem Wert die Impulsdauer ausgedehnt werden kann, ohne daff die gemessene
Ausgangsfunktion von der Gewichtsfunktion unzuldssig abweicht.
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Zusammenhang zwischen Sprungfunktion o(¢) und Impulsfunktion 0(¢)

Aus der Definition der J—Funktion folgt unmittelbar

¢ 1 fir t >0,
/ d(r) dr =
e 0 fir ¢t < 0.
Damit ist
t
o(t) = / o(7) dr . (Regel 4b)
Umgekehrt gilt )
d :
o(t) = 7 o(t)y=o0o(t) . (Regel 2b)

Zusammenhang zwischen Ubergangsfunktion h(t) und Impulsantwort g(t)

Die Ubergangsfunktion h(t) ist die Antwort des Systems auf die Sprungfunktion (bei
verschwindenden Anfangsbedingungen). Aus dem Faltungsintegral

(t) * g(t)

[ etrarns

=1

fiir t — 7 > 0, also fiir das ganze Integrationsintervall 0 < 7 <t

folgt somit

h(t) = j g(r)-dr .

Als Umkehrung dieser Beziehung erhalten wir

Bei der Auswertung dieser Beziehung ist Vorsicht geboten! Man beachte, daf die Uber-
gangsfunktion h(t) an der Stelle ¢ = 0 nicht (in gewohnter Weise) differenzierbar ist, wenn
sie dort einen Knick oder gar einen Sprung aufweist. Falls A(t) an der Stelle ¢ = 0 einen
Sprung aufweist, ist g(t) durch g(¢) + h(0) - 6(¢) zu ersetzen.
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4 Analyse linearer Regelkreisglieder im Bildbereich

Bisher: Die Behandlung von Regelkreisgliedern erfolgte im Zeitbereich. Die Aufgabe
bestand in der Losung zeitinvarianter linearer gewohnlicher Dgln. und der An-
passung an gegebene Anfangsbedingungen.

Jetzt: Mit Hilfe der LAPLACE-Transformation wird das Regelkreisglied vom Zeitbe-
reich in einen Bildbereich iibergefiihrt. Die zeitinvariante lineare gewthnliche
Dgl. wird in eine algebraische Gleichung transformiert, wobei die Anfangs-
bedingungen bei der LAPLACE-Transformation gleich mit in die Rechnung
eingearbeitet werden.

4.1 LAPLACE-Transformation

Vorbemerkung: Die LAPLACE-Transformation stellt eine spezielle Integraltransforma-
tion dar.

Definition und Bezeichnungen:

o0

Definition: F(s):= / f(t)-e " dt, s=0+7j-w
gy

Bezeichnung: F(s)=L{f(t)}

Symbolisch durch das Korrespondenzzeichen: F(s) e—o f(t)

Die Zeitfunktion f(t) ist die Originalfunktion. Die LAPLACE-Transformierte F'(s) heifit
Bildfunktion (F(s) ist eine Funktion der komplexen Variablen s).

Die untere Integralgrenze —0 soll deutlich machen, dafl eventuell bei ¢t = 0 auftretende
0—Funktionen in die Transformation mit einzubeziehen sind.

Voraussetzungen:

e Es muf f(¢) = 0 fiir ¢ < 0 sein*).
e Das uneigentliche Integral mufl konvergieren.

Die LAPLACE-Transformation ist eine umkehrbar eindeutige Zuordnung von Original-
funktion und Bildfunktion.

Riicktransformation:

c+j-00
1
Definition: f@t) = o / F(s)-e"* ds
c—j-00
Bezeichnung: f(t)=LYF(s)}

f@) fir t>0%

Bemerkung: Die zu F(s) gehorende Zeitfunktion ist { 0 fir t<0.

*)f(t) =0 fiir t < 0 ist immer vorausgesetzt, auch wenn es hier (und in der Literatur) nicht jedesmal
explizit gesagt wird. Dies ld8t sich dadurch sicherstellen, dal man f(¢) in der Form f(t) - o(t)
schreibt.
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Anwendung der LAPLACE-Transformation am Beispiel des PT;—Gliedes

Die Differentialgleichung des PT;-Gliedes lautet (fir K = 1):

Ty - g(t) +y(t) = u(t) y(0) = Yoo
Das Eingangssignal u(t) sei die Sprungfunktion:
Ug fur t>0
u(t) =wug-o(t) =
0 fur t <0

Schritt 1: Aus der gegebenen Differentialgleichung ergibt sich durch LAPLACE-
Transformation beider Seiten

L{Ty - y(t) +y(0)} =L{u(t)} .
Schritt 2: LAPLACE-Transformation (LT) der rechten Seite:

[e.9]

_ _ 1 __@.fstm:@
£{u(t)}—U(s)—/uo e~stdt = [ < ]_0 -
Zo
Damit:
L{ug-o(t)} = o (vgl. Anhang A .4, Korrespondenz Nr. 11)
s

Schritt 3: LAPLACE-Transformation der linken Seite. Wir verwenden den Linea-
ritdtssatz der LT (vgl. Anhang A.3):

L{cr- i) + 2~ fa(t)} = cr- LA} + o L{fa(8) }
Damit folgt fiir die linke Seite der Dgl.:
LLTy - y(t) +y(t)} = To-Lyy(@) }+L{y(1)}

Auswertung:
o

£l =Y () = [ ole)-e
-0
Da y(t) unbekannt ist, kann das Integral nicht wie in Schritt 2 ausgewertet werden.

LT von y(t) ?

o0

C{i0)) = / §(t) - et

-0

Partielle Integration:
Ju()o(t)dt = u(t)v(t) — [a(t)v(t)dt
= [y(t) - e 1%, — /y(t) (—s) - e tdt

-0
00

(0= y(-0)+s- [ yl)-ear
0
Damit: L{y(t)} =s-Y(s) —y(—0) (vgl. Anhang A.3)
Bemerkung:  L£{y(t)} ist ausgedriickt durch Y (s) und enthilt die Anfangsbedingung y(0).
(Hier ist y(=0) = y(0) = oo -)
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Schritt 4: LAPLACE-Transformation der Differentialgleichung samt Anfangsbe-

dingung;:

Nach Einsetzen der Ergebnisse von Schritt 2 und Schritt 3 folgt aus

Schritt 1:
U
Ty (5 () — o] + ¥ (5) = 2

T’ Yoo Ug

Vi(s) =
(5) Tis+1 s(Tis+1)

Ergebnis:

Aus der Dgl. fiir y(t) wird eine algebraische Gl. fiir Y (), die sich sehr einfach nach Y'(s)

auflosen 1a8t.

Schritt 5: Riicktransformation des Ausgangs Y (s):

Hierbei greifen wir meistens auf Korrespondenztabellen zur LAPLACE-

Transformation zurtick.

y(t) =LY (5)} = £ {Tiyfl T 1>}

_ 11 Yoo _ Uo
=L 1 L 1
{T13+1}+ {S(T13+1)}
A B Ug

s +T13+1 :3(T13+1)

Partialbruchzerlegung des 2. Terms:

Man erhalt:
A(Tls‘l‘l)‘l‘BS:UO,

A:UO
=: s[ATi+ B]+ A=y =:

Damit ergibt sich

Abkiirzungen: yr(t) yrr(t) yrrr(t)

——N—
P t

- - ~
y(t) = yoo-e T -o(t) + wug-o(t) — wug-e Tn-o(t)
Ergebnis:
t o
y(t) =yoo-e T +ug- (1 —e Tn) fiir t > 0

Dieses Ergebnis ist uns aber bereits bekannt.
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4.2 Losung von Differentialgleichungen mit Hilfe der
LAPLACE-Transformation

Anfangswertprobleme bei linearen gewohnlichen Differentialgleichungen mit konstanten

Koeffizienten:

Differentialgleichungen: Sa, - yP(t) = b, - u(2)
v=0 n=0

Anfangsbedingungen:

y(V)<O) = Yov

Schematischer Losungsablauf

Originalbereich
(Variable t)

Bildbereich
(Variable s)

Bemerkungen:

(r=0,1,2,...,n—1)

Dgl. fiir y(¢) mit
Anfangsbedingungen

direkte Losung

Losung einer

Differential-

LAPLACE-
Transformation L

gleichung

Algebraische Gl.
in s fiir Y(s)

indirekte Losung

Ergebnis im
Zeitbereich: y(t)

Riicktransformation
L— 1

)

Ergebnis im

Losung einer

algebraischen
Gleichung

Bildbereich: Y(s)

e Der "Umweg” iiber die LAPLACE-Transformation wird durch das Vorliegen tabel-
lierter Korrespondenzen f(t) o—e F(s) attraktiv (siche Anhang).

e Der schwierigste und aufwendigste Schritt bei der indirekten Losung ist im all-
gemeinen die Riicktransformation in den Zeitbereich, da die Bildfunktion vor der
Riicktransformation mittels Tabelle meist zuerst in Teillosungen aufgespalten wer-
den mufl. Hierbei spielt die Partialbruchzerlegung eine wichtige Rolle.
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4.3 Ubertragungsfunktion

Vorbemerkung;:

Lineare zeitinvariante Ubertragungsglieder ohne Totzeit werden durch lineare gewohnli-
che Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten beschrieben.

Ausgangspunkt der Herleitung ist daher die Differentialgleichung

any™ () + an 1y V) . ary(t) + agy(t) =
bou(t) + byin(t) + . .+ b1 u™ V() + by ul™ (1)

mit den Anfangsbedingungen fiir t = 0

y(0), 9(0), ..., y"=2(0), y"1(0)

und dem gegebenen Eingangssignal u(t).

Durch die Vorgabe von u(t) liegen die Werte
U(O) ) U(O) ) e u(m72) (0) , u(mfl)(o)
fest.

Nach Anwendung der LAPLACE-Transformation erhélt man:

[ans™ + an_1s" "t + ...+ ars +ao] - Y(s) = [bms™ 4+ bm_1s™ .+ bis+bo] - U(s)
- [any(o)] 5" - [bmu(O)] st
= [ang(0) + an-1y(0)] s" 2 = [bm(0) + b —1u(0)] s™ 2
_ [any(an) (0) + an_1y("=3) 0)+...+ agy(O)] s _ [bmu(m72) (0) + bmilu(m—ii)(()) T b2u(0)} s
_ [any(nfl)(o) + ap_1y™2 0)+...+ aly(O)] _ [bmu(mfl)(o) + bm—lu(m72)(0) o+ blu(O)}

Fiir reale Systeme ist y(t) stetig und deshalb gilt y(—0) = y(0).

Fiir die LAPLACE -Transformierte des Ubertragungsverhaltens (Ausgangsgrofe bei ver-
schwindenen Anfangsbedingungen) ergibt sich daraus:

b bist A by 18" by s™
CagtarS+ ... Fan_15" L+ a,s”

Y(s)

U(s)

Definition:

Als Ubertragungsfunktion G(s) bezeichnet man das Verhiltnis von AusgangsgréBe zu Ein-
gangsgrofie im Bildbereich (bei verschwindenen Anfangsbedingungen):

G(s) := Y(s) _ bo+b1s+ ...+ by_15™ 1+ b,,s™
. U(S> ag + a8+ ...+ anflsnfl + a,s"
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Darstellung des Ubertragungsverhaltens im Bildbereich

Mit Hilfe der Ubertragungsfunktion G(s) ergibt sich das Ubertragungsverhalten im Bild-
bereich aus

Im Blockschaltbild wird dieser Zusammenhang dargestellt durch

U(s)—— G(s) —Y(s)

Im Bildbereich ist das Ubertragungsverhalten durch das Produkt L{g(t)}-L{u(t)} ge-
geben (vgl. Regel 16, Anhang A.3). Damit ist auch erkliart, warum fir die Ubertra-

gungsfunktion die Bezeichnung G(s) eingefithrt wurde. Die Ubertragungsfunktion ist die
LAPLACE-Transformierte der Gewichtsfunktion:

G(s) =L{g(t)}
Bemerkungen:

e Das Ubertragungsverhalten eines Regelkreisgliedes ist durch seine Ubertragungsfunk-
tion vollstdndig beschrieben.

e Da die Ubertragungsfunktion aufier der komplexen Variablen s nur die Koeffizienten
der Differentialgleichung enthélt, kann sie bei gegebener Differentialgleichung sofort
angeschrieben werden.

Pole und Nullstellen einer Ubertragungsfunktion

Zihlerpolynom und Nennerpolynom einer Ubertragungsfunktion werden oft abkiirzend
mit Z(s) und N(s) bezeichnet:

Z(s) Z(s)=by+0b-s+...4+by- s,

G(s) = N(s)

mit

N(s)=ay+ar-s+...+a,-s".
Héufig wird auch die faktorisierte Darstellung

(s=5z) (s—58z,)...(5s—52,) K:b—m

(s —sn) (s—8n)...(s—sn,) an

G(s) =K -
verwendet.

Die Wurzeln sy, des Nenners heiflen Pole der Ubertragungsfunktion, die Wurzeln s z, des
Zihlers heifen Nullstellen der Ubertragungsfunktion. Da aus physikalischen Griinden nur
reelle Koeffizienten a; und b; auftreten konnen, sind alle Pole und Nullstellen reell oder
konjugiert komplex.

Ein lineares zeitinvariantes System ohne Totzeit ist durch die Pole und Nullstellen der
Ubertragungsfunktion und den Verstarkungsfaktor K vollsténdig gegeben.
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4.4 TUbertragungsfunktion bei Einbeziehung einer Totzeit
Bei Beriicksichtigung einer Totzeit 7, wird das Ubertragungsglied beschrieben durch

n

> ay® () =X bul(t—T,) .
n=0

v=0

Es sei darauf hingewiesen, daf alle Ableitungen des Eingangs u(t) die gleiche Totzeit T,
besitzen.

Nach Anwendung der LAPLACE-Transformation erhilt man als Ubertragungsfunktion

G(s) = @ o5 Tt mit Z(s)  bo+bis+ ...+ 18"+ bys™

N(s) N(s) ap+ais+...+a, 15" +a,s"

Die Ubertragungsfunktion G(s) ist in diesem Fall eine transzendente Funktion in s.

Beispiel: Ubertragungsverhalten eines T, T;-Gliedes.
Ty y+y=K-u(t—T,) mit u(t)=0(t).
Ubertragungsfunktion nach obiger Formel:

Z(s) K K e

Mit = ibt sich =
i NG) ~1+Ths ergibt sic G(s) 775

Ubertragungsverhalten im Bildbereich:
Y(s)=G(s) - U(s) = G(s) wegen U(s) =L{u(t)} =L{o(t)} =1

Ubertragungsverhalten im Zeitbereich: (Hier: Gewichtsfunktion)

i'sjtTil

y(t) = g(t) =£1{G(s)}:£1{K 1 .e—sn}

Riicktransformation mit Hilfe der Tabelle:

Anhang A4, Nr. 9 e -F(s) #—0 o(t—a)f(t—a)

1
Mit a = T; und F(s) = folgt
s

1
Ty

K _
o0 = glt) = 7ot =T e T T
1
g(t)
KoL __
. N
T ¢
Ty ]
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4.5 TUbertragungsfunktionen von Grundschaltungen

Zur Bestimmung der Ubertragungsfunktion komplizierter Schaltungen stehen im wesent-
lichen zwei Wege zur Verfiigung:

1. Weg: Signalverfolgung
Ausgehend vom Blockschaltbild wird das Signal vom Eingang U(s) bis
zum Ausgang Y (s) verfolgt. Hierbei miissen im allgemeinen Hilfsgrofien
eingefiithrt werden. Nach Elimination dieser Hilfsgréfen ergibt sich dann

G(s)=Y(s)/U(s) .

2. Weg: Umformungsregeln
Mit Hilfe von Regeln zur Umformung von Blockschaltbildern (vgl. An-
hang A.5) wird die Schaltung vereinfacht.

Fiir die drei wichtigsten Grundschaltungen soll der Weg iiber die Signalverfolgung gezeigt
werden .

1. Parallelschaltung

r- - - - - - - - - - = 7
B IR o _
| N ! Esist: Y7 = Gy(s) - Uy, Yy = Gy(s) - Uy
! |

U\ <E Y U1:U2:U’ Y Y4V,
: Usz GQ(S) Y> :
L G,(S)J Daraus: Y = {G1<S) + GQ(S)} U

Ergebnis: G(s) = Gi(s) + Gafs)

r-—- - - - - - - - = 1
\ \
! ! Es ist: Yi :Gl(S)'Ul s }/QZG2<S>‘U2
Uy s) M=l o P2l
i I R L=U, Yi=U,, Y=Y
\ \
! Gs) | Daraus: Y = Gay(s) - Uy = Ga(s) - Gi(s) - U

Ergebnis: G(s) = Gi(s) - Ga(s)

Esist: Y7 = Gy(s) - Uy, Yo = Go(s) - Uy
S _ Yi=Y =U,, Uy =UTFY,
U : 1 Gi(s) n : Y Daraus: Y = Gy(s) - Uy
. l — Gils) (U F Gals) - Y)
: Y2l Gy(s) 2 : [1£Gi(s) - Go(s)] Y =Gy(s)- U

L === - . G1(s)
Ergebnis: G(s) = 15 G (5)Gals)

—7" Zeichen in Kreisschaltungen bedeuten negative Riickkopplung oder Gegenkopplung.

7

"+7 Zeichen in Kreisschaltungen bedeuten positive Riickkopplung oder Mitkopplung.
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5 Stabilitéit linearer Systeme

Der Begriff der Stabilitét soll als Systemeigenschaft unabhéngig vom Eingangssignal w(t)
eingefithrt werden. Ausgangspunkt fiir unsere Stabilitdtsuntersuchungen ist daher die freie
Bewegung des Systems nach einer Anfangsauslenkung. Mathematisch ist dies die Losung
der homogenen Differentialgleichung

n

oa,y? () =0 mit y® (0) = yoo (¥ = 0,1,...,n—1).

V=0
Unser Ziel ist es, Kriterien anzugeben, mit deren Hilfe direkt von den Koeffizienten a, der
homogenen Differentialgleichung (d.h. ohne Kenntnis der Losung) auf die Stabilitat des
Systems geschlossen werden kann.
Stabilitat ist die wichtigste Systemeigenschaft, zwar nicht bei jedem einzelnen Regelkreis-
glied, wohl aber fiir den gesamten Regelkreis.

5.1 Definitionen
(Stabilitat im Sinne von LJAPUNOV):

a) Asymptotische Stabilitét:
Das System heifit asymptotisch stabil, wenn y(¢) nach einer Anfangsauslenkung fiir
wachsendes t seinem Beharrungszustand y = 0 zustrebt:

tlim y(t) =0

b) Instabilitét:
Das System heifit instabil, wenn |y(t)| bei einer beliebig kleinen Anfangsauslenkung fiir
wachsendes ¢ {iber alle Grenzen wéchst:

ly(t)] — oo firt — oo

c¢) Grenzstabilitat (Stabilitét):
Das System heif}t grenzstabil (stabil), wenn |y(t)| nach einer endlichen Anfangsauslen-
kung mit wachsendem ¢ einen endlichen Wert nicht iiberschreitet oder einem endlichen
Grenzwert zustrebt:

()| < Ygrens < oo fiirallet >0
Erginzung:

Eine unserer fritheren Forderungen — bei beschrinktem Eingangssignal «(t) mufl das Ausgangssignal y(t)

ebenfalls beschrénkt bleiben — geht in die Stabilitdtsdefinition fiir gestorte Systeme ein.

Definition:
Ein gestortes System heifft beziiglich einer gegebenen Menge U = {u(t)} von Eingangssignalen genau
dann stabil, wenn das Ausgangssignal |y(¢)| fiir alle Eingangssignale dieser Menge beschrinkt bleibt:

l[y(t)] < Ymaz < oo firallet > 0und u(t) € U
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5.2 Stabilitdtsbedingungen

Bei der Darstellung der Losung der homogenen Dgl. (vgl. Abschnitt 3.2) war eine Fallun-
terscheidung in einfache Wurzeln s, (Fall 1) und mehrfache Wurzeln s, (Fall 2) notwendig.

Fall 1: Einfache Wurzeln sy, Fall 2: p—fache Wurzeln s,
yr(t) = Cy e+t yr(t) = Cythlesrt (k=1,2,...,p)

Das Verhalten der Losung fiir ¢t — oo wird wegen

eskt — eékt . ejwkt
ausschlieBlich durch die Realteile
5k = Re{sk}

der Wurzeln s, der charakteristischen Gleichung  ag+a;s+...+a,s" =0 bestimmt.
Dies folgt unmittelbar aus

eI@kt = cos (wkt) + jsin (Wk;t) und |ejWkt| =1.

Folgerungen fiir ¢t — oo in beiden Féillen:
Fall 1: Fiir 6, < 0 (alle k=1,2,...,n) geht y(t) —» 0 firt — oo.
Fall 2: Selbst fiir p > 1und 6 < 0 (alle k =1,2,...,n ) geht y(t) — 0 firt — oo .

Ist jedoch (z.B. in Fall 1) der Realteil §; auch nur einer einzigen Wurzel s; positiv oder
ist (im Fall 2) der Realteil d; gleich Null, so wéchst |y(t)| mit wachsendem ¢ {iber alle
Grenzen.

Ergebnis:

Anhand der Lage der Wurzeln der charakteristischen Gleichung in der s—Ebene 148t sich
die Stabilitéit eines linearen Systems unmittelbar beurteilen.

Damit ergeben sich die folgenden Stabilitdtsbedingungen:

a) Asymptotische Stabilitét liegt genau dann vor, wenn fiir die Wurzeln der charak-
teristischen Gleichung gilt:

Re{sr} <0 fiir alle s (k=1,2,...,n)

b) Instabilitét liegt genau dann vor, wenn gilt:

Re{si} > 0 fiir mindestens ein s, (k=1,2,...,n)
oder
Re{sx} =0 fiir mindestens eine mehrfache Wurzel s (Vielfachheit p > 2)

c) Grenzstabilitit (Stabilitét) liegt genau dann vor, wenn gilt:

Re{sx} =0 fiir mindestens ein s, (k=1,2,...,n)
und

1. Re{sr} < 0 fiir alle k,

2. diejenigen s; mit Re{sy} = 0 sind einfache Wurzeln.
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Beispiele zu den Stabilititsbedingungen

Einige hdufig vorkommende Beispiele zum Sonderfall §;, = 0, d.h. Wurzeln auf der ima-
gindren Achse der s—Ebene.

Beispiel 1: Einfache Wurzel in s =0

Charakteristische Gl.: s=0

Wurzeln: s1 =0

Zugehorige Dgl.: y(t) = 0, Anfangsbed. y(0) = yoo
Losung der Dgl.: y(t) = yoo = const

Stabilitat: ly(t)] = |yoo| < oo fiir alle t > 0
Ergebnis: Grenzstabilitdt

Beispiel 2: Doppelwurzel in s =0

Charakteristische Gl.: 52 =0

Wurzeln: s1=58,=0

Zugehorige Dgl.: §(t) = 0, Anfangsbed. y(0) = yoo, ¥(0) = yo1
Losung der Dgl.: y(t) = Yoo +yo1 - t

Stabilitat: ly(t)] — oo fiir t — oo

Ergebnis: Instabilitdt

Beispiel 3: Einfaches konjugiert komplexes Wurzelpaar
auf der imaginiren Achse

Charakteristische GI.: s24+1=0

Wurzeln: $1=-+7, 8 =—J

Zugehorige Dgl.: §(t) + y(t) = 0, Anfangsbed. y(0) = yoo, ¥(0) = yo1
Losung der Dgl.: y(t) = yoo - cost + yo1 - sint

Stabilitat: [y()] < Ygren. < oo fiir alle ¢ > 0

Ergebnis: Grenzstabilitit

Beispiel 4: Doppeltes konjugiert komplexes Wurzelpaar
auf der imaginiren Achse

Charakteristische Gl.: (s2+1)2=0
Wurzeln: S1=+47,8 =—J,53=-+J, 54 =—J
Zugehorige Dgl.: y W (t) + 24(t) +y(t) =0,

Anfangsbed. y™(0) = yo,, (v =0,1,2,3)
Allg. Losung der Dgl.: y(t) = (Cy + Cat) - cost + (C5 + Cyt) - sint,

C; = const folgen aus den Anfangsbed.

Stabilitéat: ly(t)] — oo fiir t — oo
Ergebnis: Instabilitdt
Bemerkungen:

e Fiir keines der Beispiele liegt asymptotische Stabilitét vor.

e In keinem der 4 Beispiele sind sdmtliche Koeffizienten der charakteristischen Gleichung
vorhanden.
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Stabilitdtsuntersuchung fiir Systeme 1. und 2. Ordnung
System 1. Ordnung: a1y(t) + apy(t) =0, a3 #0
Charakteristische Gleichung: a;s 4 a9 =0
Lage der Wurzeln in der s—Ebene:

a) Asymptotisg&}e Stabilitét

+4’6 a1 >0, a0 >0 (d.h. gleiche Vorzeichen)

b) Instabilitét .
Jjw

VAR ar >0,a0<0 (d.h. verschiedene Vorzeichen)
8

c) Grenzstabilitit (Stabilitét)

Jw ®
% a1 >0,a90=0 (y=0)

System 2. Ordnung: as - §(t) +ar-y(t) +ao-y(t) =0, ag #0
Charakteristische Gleichung: as - s>+ a; - s+ ag =0
Wurzeln der charakteristischen Gleichung: s = ﬁ{—al + /a2 — 4dagas}
Lage der Wurzeln in der s—Ebene:

a) Asymptotisg&}e Stabilitét

®
EVAEEVA az >0, a1 >0,a >0 (y/ reell)
x P 0
a2 >0,a1 >0,a0>0 (\/' imaginir)
X
v @
— a2 >0,a1 >0,a9>0 (\/=O)

Ergebnis: Samtliche Koeffizienten miissen von Null verschieden sein und gleiche Vorzeichen besitzen.
b) Instabilitdt .
Jw ®

>0 a1 >0 ap <0
+9%>6 az " a1 <0

+>6 az >0,a1<0,a =0 (zB. §—y=0)

7% a2 >0,a1<0,a0>0 (\/reell)

a2 >0,a1<0,a0>0 (\/ imaginér)

X 6

v @
% a2 >0,a1=0,a0=0 (¥=0)

d

v ®

6

a2 >0,a1<0,a>0 (\/=O)

Ergebnis: Keine einheitliche Aussage iiber die Koeffizienten moglich.
c) Grenzstabilitdt (Stabilitét)
Jw

®

— a2 >0,a1 >0,a=0 (zB.j+y=0)

e
az>0,a1=0,a>0 (zB.j+y=0)

Ergebnis: Ebenfalls keine einheitliche Aussage iiber die Koeffizienten moglich.

Zusammenfassendes Ergebnis der Stabilititsuntersuchung:

Fiir Systeme 1. und 2. Ordnung ist notwendig und hinreichend fiir die asymptotische Sta-
bilitat, dafl sdémtliche Koeffizienten der charakteristischen Gleichung von Null verschieden
sind und gleiches Vorzeichen besitzen.
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5.3 Stabilitatskriterien

Folgerung aus den Stabilitdtsbedingungen

Fiir die Stabilitdtsaussage sind nicht die genauen numerischen Werte der Wurzeln der cha-
rakteristischen Gleichung erforderlich. Wichtig ist die Beantwortung der folgenden Fragen:
e Liegen Wurzeln in der linken s—Halbebene?

e Liegen Wurzeln in der rechten s—Halbebene?

e Liegen auf der imagindren Achse der s—Ebene nur einfache Wurzeln?

e Liegen auf der imagindren Achse der s—Ebene mehrfache Wurzeln?

Die folgenden Stabilitédtskriterien machen dariiber eine Aussage.

Notwendiges Stabilitdtskriterium (ohne Beweis)

Fiir die asymptotische Stabilitdt eines linearen Systems n-ter Ordnung ist es notwendig,
dafl sémtliche Koeffizienten a, (v =0, 1,...,n) der charakteristischen Gleichung von Null
verschieden sind und gleiches Vorzeichen besitzen (Vorzeichenbedingung).

Fiir n = 1, 2 ist die Vorzeichenbedingung auch hinreichend.

Herleitung eines hinreichenden Stabilitidtskriteriums

Im folgenden sei stets vorausgesetzt, dal das notwendige Stabilitatskriterium erfiillt ist.
Fiir die Herleitung eines hinreichenden Stabilitédtskriteriums konzentrieren wir uns auf die
Stabilitatsgrenze, d.h. auf Wurzelpaare der Gestalt

Skl = Ljwi wr # 0.

Physikalisch interpretiert bedeutet dies das Aufsuchen von Dauerschwingungen
yr(t) = Ck - cos (wet — Vi)

des betrachteten Systems.

Bei Grenzstabilitdt mufl fiir die Kreisfrequenz wy, der Dauerschwingung gelten (dies folgt
unmittelbar aus der charakteristischen Gleichung):

A (Jwr)™ + an_1 (Jwr)" P+ .o+ ax(fwr)? + ay(jwi) + a9 =0 .
Nach Aufspaltung in Real- und Imaginéarteil folgt daraus

S...—i—a4w,§—a2w,§+a0)—|—j-(...+a5w2—a3w2+a1wk):O.

i - i

X(vwk) Y(\;k)

Diese Beziehung ist genau dann erfiillt, wenn Realteil und Imaginérteil fiir sich verschwin-
den, also

X(wg) =0 bzw. ... — +auw; — agwi +ag =0,
Y(wg) =0 bzw. ... — +aswi — azw? +a; =0

gilt. Nach Elimination von w? aus beiden Gleichungen erhalten wir eine Beziehung, der
die Koeffizienten a, im Falle von Dauerschwingungen (Grenzstabilitit) geniigen miissen.

Die eigentlichen Kreisfrequenzen der Dauerschwingungen (sog. kritische Kreisfrequenzen
wirit) folgen ebenfalls daraus. Nachfolgend sollen diese hinreichenden Stabilitéatskriterien
fiir Systeme der Ordnung n = 1,2, 3,4, 5 diskutiert werden.
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Hinreichende Stabilitiatskriterien fiir Systeme der Ordnung n = 1,2, 3,4

n =1 : Keine der beiden Beziehungen X (w;) = 0 und Y (wy) = 0 ist erfiillbar. Dies
muf} aber so sein, denn ein System 1. Ordnung kann keine Dauerschwingungen
besitzen.

n =2 : Man erhilt nur eine Bedingung: —asw? + ag = 0.
Daraus folgt w? = Z—g . Man bezeichnet die Frequenz wy als kritische Kreisfrequenz

)
Wkrit = a_ .
2

Ergebnis:
Fiir ein System 2. Ordnung sind die notwendigen Bedingungen fiir die asympto-
tische Stabilitdat auch hinreichend.

n = 3 : Man erhélt zwei Beziehungen:
—aswi + ag = 0 und —azwi +a; =0 .

Nach Elimination von w? folgt daraus fiir die Stabilititsgrenze:

o _ja1 _ [ap
ayay — apaz =0 (wkm‘t = _a = _a )
3 2

Am Beispiel des instabilen Systems s® + 2s% + 18s + 104 = 0 mit s; = —4 ,
so3 = 1 £ 55 148t sich zeigen, dafl bei Instabilitit a;a; — apag = —68 < 0 ist.

Ergebnis (ohne Beweis):
Fiir ein System 3. Ordnung ergibt sich als hinreichende Bedingung fiir asympto-
tische Stabilitét

aias — agas > 0 (notwendig: alle a, > 0).

n =4 : Man erhélt die zwei Beziehungen:
awi — aw? 4+ ag = 0 und —azw? +a; =0 .

. . ) . ..
Daraus ergeben sich fiir w; = wj,,;; die Losungen

aq 1

2 _ 2 _ /2

Wigpit = und  wi,;, = 5 {ag t4/a5— 4a0a4] .
as Qg

Nach Elimination von w? folgt fiir die Stabilitédtsgrenze:
ai(azaz — ayay) — apai = 0

Am Beispiel des asymptotisch stabilen Systems s* 4 453 4 652 + 45 +1 = 0 mit
1234 = —1 1Bt sich zeigen, daB hierfiir a;(azas — ajas) — apa3 = 64 > 0 ist.

Ergebnis (ohne Beweis):
Fiir ein System 4. Ordnung ergibt sich als hinreichende Bedingung fiir die
asymptotische Stabilitat

ai(agsaz — ayay) — apa3 > 0 (notwendig: alle a, > 0).
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Hinreichendes Stabilitidtskriterium fiir ein System 5. Ordnung

n = 5: Man erhélt die zwei Beziehungen:
aywip — aswi + ag = 0 und

aswi — azwi +a; =0

. . 2 _ 2 . .
Daraus ergeben sich fiir w; = wj,.,; die Losungen

1
Wit = %, {GQ + \/m} und
R = |as £ /a3 — dagas |
krit 2&5 3 3 145

Nach Elimination von w? ergibt sich mit azas — asas # 0 fiir die Stabilitéts-
grenze

(a1a2 — aoag)(a3a4 — a2a5) — (a1a4 — a0a5)2 = 0 .

Am Beispiel des asymptotisch stabilen Systems
s°+5s* +10s® +10s* +5s+1=0  (s12345 = —1)
148t sich zeigen, dafl hierfiir agay — asas = 40 > 0 und
(aras — agaz)(azay — asas) — (a1aq — apas)? = 1024 > 0 ist.

Ergebnis (ohne Beweis):

Fiir ein System 5. Ordnung ergibt sich als hinreichende Bedingung fiir
asymptotische Stabilitit

azas — asas > 0 (notwendig: alle a,, > 0)
und
(a1a2 — aoag)(a3a4 — a2a5) — (a1a4 — a0a5)2 > 0.
Schluf3bemerkung;:

Bei Systemen bis zur 5. Ordnung ist die Auswertung der zuvor angegebenen notwendigen
und hinreichenden Stabilitétskriterien das weitaus einfachste Mittel zur Stabilitdtsanalyse.
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5.4 HURWITZ-Kriterium

Vorbemerkung

Das HURWITZ-Kriterium (Satz von HURWITZ) ist ein notwendiges und hinreichendes
algebraisches Stabilitatskriterium. Bevor das Kriterium formuliert werden kann, miissen
einige Begriffe und Bezeichnungen eingefiihrt werden.

HURWITZ-Polynom

Ausgangspunkt ist die folgende Fragestellung: Welche notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen miissen erfiillt sein, dafl das zur charakteristischen Gleichung gehérige Polynom

P(s)=a,s" +a, 15" ' +...+a;s+ay, a,>0

nur Wurzeln s, (kK =1,2,...,n) mit negativen Realteilen besitzt?

A. HURWITZ hat 1895 diese Bedingungen angegeben. Das zugehorige Polynom P(s), das
diese Bedingungen erfiillt, heift HURWITZ-Polynom.

Folgerung fiir die Stabilitéit: Ein lineares Ubertragungssystem mit der charakteristischen
Gleichung P(s) = 0 ist genau dann asymptotisch stabil, wenn P(s) ein HURWITZ-
Polynom ist.

HURWITZ-Schema

Aus den Koeffizienten der charakteristischen Gleichung bilden wir das nachfolgend ange-
gebene quadratische Schema:

H, Hy H3 H, H,  H,

Gn—1|An—3|0n—5|An—-7 . . . . 0 0 0 0

an (An—2|0n—4|0n—6

0 an—1 An—-3|an-5

0 an  An—2 Gn—4
0 0 an—1 An—3
0 0 an QAn—2

— n Zeilen
0 0 0 an—1

a3 ai 0 0
a4 az ag 0
as as ai 0
0 0 0 0 ae a4 az ao

I
n Spalten

HURWITZ-Determinanten
Die sich aus dem HURWITZ-Schema ergebenden Determinanten H,, Hs, ..., H, 1, H,
heilen HURWITZ-Determinanten.
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Satz von HURWITZ (ohne Beweis):

Das Polynom
P(S):a/n'sn‘l_an—l'Sn_1+--~+a2'82+a1'S+a07 an>0

ist genau dann ein HURWITZ-Polynom, wenn sdmtliche HURWITZ-Determinanten
H\,Hy,...,H, 1, H, positiv sind.

Beispiele:
n =2: HURWITZ-Schema ‘ ‘ HURWITZ-Determinanten
ar|
a9 Qg H1 =a; > 0
Hs = apga; > 0
n=3: HURWITZ-Schema Hi =ay,>0
‘sz‘a/o 0 Hy = ajay — agaz >0
a3 a1| 0 Hs=ay-Hy >0
0 a2 ag
n =4: HURWITZ-Schema Hi=a3>0
‘G/g‘al 00 Hy = azas — ajaq > 0
(4 Gz2|0o| 0 H3:a1~H2—a0'a§>0
0 @3 a1} 0 Hy=ay-H3>0
0 a4 az ap

Bemerkungen zum HURWITZ-Kriterium:

e Eine notwendige Bedingung dafiir, daf§ die charakteristische Gleichung P(s) = 0 nur
Wurzeln mit negativem Realteil besitzt, ist, dal simtliche Koeffizienten
a, (v=0,1,...,n) von P(s) vorhanden und positiv sind.

o Esgilt: H,=a9-H, 1

e Die schdrfste Bedingung ist:  H,_1 >0

e Der Beweis des Kriteriums wurde von HURWITZ mit funktionentheoretischen Me-
thoden gefiihrt.

e Zusatz zum HURWITZ-Kriterium von LIENARD und CHIPART (1944):

Es sei vorausgesetzt, daf alle a, > 0 (v =0,1,2,...,n) sind. Dann ist notwendig
und hinreichend fiir die asymptotische Stabilitéit, dafl

alle Hy, Hjz, Hs,... positiv
oder alle Hy, H4, Hg,... positiv
sind.
(Dieser Zusatz ist eher von theoretischem Interesse.)
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5.5 KHARITONOV-Kriterium fiir robuste Stabilitit

Motivation:

Ausgangspunkt fiir die Betrachtungen ist das Nennerpolynom N(s) der Ubertragungs-
funktion G(s) = Z(s)/N(s) mit a, = 1:

N(s) = 8"+ ap_18" "+ -+ a5+ ag

Fiir den Fall exakt bekannter Koeffizienten a; kann mittels des HURWITZ-Kriteriums
die Stabilitéat {iberpriift werden.

Problem: Wie geht man bei ungenau bekannten Koeffizienten a; vor?

Einfiihrendes Beispiel 1: Standardregelkreis mit PT;—Strecke und PID-Regler.

Streckeniibertragungsfunktion:Gg(s) = %Tls

Regleriibertragungsfunktion: Gg(s) = Kp + % + Kps

Y (s) K; + Kps + Kps*
W(s)  K;+ (Kp+1)s+ (Kp+T))s

Ubertragungsfunktion: G(s) =

Fiir die Stabilitat ist das Nennerpolynom N(s) zu untersuchen:
N(s) = Kr+ (Kp+1)s+ (Kp+T1)s”
Nach Hurwitz ist asymptotische Stabilitéat fir K; > 0, Kp+1 > 0, Kp + T} > 0 gegeben.

Frage: Welches K ist zuldssig, wenn die Zeitkonstante 7} nur ungenau bekannt ist und
im Intervall Ty, < T7 < T}, schwankt?

Antwort unter Verwendung des HURWITZ-Kriteriums:

Kp+ T, > 0 fiir alle Ty € [Ty, Tho) >0 Kp+ Ty, >0: Kp>—Ty,
Fiir die Stabilitéitsaussage ist hier nur die untere Grenze T;, von Bedeutung.
Fiir ein System der Ordnung n mit dem charakteristischen Polynom

N(s)=p(s)=ap+a; s+ -+ +ay, s +s"

und ungenau bekannten Koeffizienten a;, ¢ = 0,...,n — 1, die unabhdngig voneinander
jeweils im Intervall [a;, @;] schwanken, d.h.

a; € [a;, a;],

148t sich zur Stabilitdtsuntersuchung ein von KHARITONOV angegebener Satz anwen-
den. Das Polynom p(s) wird als Intervallpolynom bezeichnet.

Satz von KHARITONOV (1978):

Das Intervallpolynom und somit das zugehorige System ist genau dann asymptotisch sta-
bil, wenn die folgenden vier Eckpolynome asymptotisch stabil sind:

pi(s) = Go+a, s+ay,s®+ass +ays' +a5s+...
pa(8) = To+a s+ays*+ass®+ayst+ass’+ ...
p3(s) = ag+a s+ay s’ +ass’ta,sttass’+. ..
pa(s) = ap+a, s+ay s +azs’ +a, st +a;s+...
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Einfache Bedingungen fiir Systeme bis 5. Ordnung:

Asymptotische Stabilitédt liegt dann vor, wenn
1) alleg, >0

und

2) n=2: keine weiteren Bedingungen

n=3: p(s)=To+a s+a, s+ s asymptotisch stabil

n=4: p(s)=ay+a; s+a, s*+az s>+ s und

pa(s) =ag+ay s+ay, s> +ay s®+ st asymptotisch stabil
n=>5: p(s)=ay+a, s+a,s*+azs+ayst+ s° und

pa(s :EO+613+Q252+Q333—|—6454+ s° und

p3(s) =ag+a; s+ay s> +ay 83 +a, s*+ §° asymptotisch stabil

Beispiel 2: Ein System 4. Ordnung besitze als Intervallpolynom das charakteristische
Polynom
p(s) = ap + a1s + ass® + azs® + s*.

Die Koeffizienten seien durch folgende unabhéngige Intervalle vorgegeben:

ap = lag, @) = [2,74;5,14]
ay = [a, @] =[10,11;13,71]
ay = [ay,ao) = [12,41;13,61]
a3 = l[az,as] = [6;6]

Mit den bekannten Intervallgrenzen lauten die Eckpolynome (KHARITONOV-Polynome):

(s) = 5,14 +10,11s + 12,415 + 65 + s*
pa(s) = 5,14+ 13,71s 4+ 12,415% + 65 + s*
(s) = 2,74 +13,71s+ 13,615 + 65> + s*
(s) = 2,74+10,11s + 13,615 + 65° 4 s*

Eine Uberpriifung der KHARITONOV-Polynome mittels des HURWITZ-Kriteriums er-
gibt die asymptotische Stabilitdt des Ausgangssystems. Fiir n = 4 geniigt zum Nachweis
der Stabilitdt die Untersuchung der KHARITONOV-Polynome p;(s) und po(s).

Hinweis:

Wenn die Koeffizienten a; des charakteristischen Polynoms voneinander abhéngig sind
und somit eine strukturierte Unsicherheit vorliegt, erhélt man mit dem KHARITONOV-
Kriterium eine konservative Abschétzung der Stabilitéit, da auch Koeffizientenkombina-
tionen, die physikalisch nicht auftreten konnen, in die Stabilitdtsuntersuchung eingehen.
Das KHARITONOV-Kriterium liefert in diesem Fall nur hinreichende Bedingungen fiir
die robuste Stabilitét.
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Beispiel 3 (Forts. Bsp. 2): Andockmanéver einer Raumfiihre

Die physikalische Modellbildung fiir das Andocken einer Raumfihre fiithrt auf eine struk-
turelle Abhéngigkeit der Koeffizienten a; vom Systemparameter w. Daraus resultiert das
folgende charakteristische Polynom p(s):

p(s) = 2(5 — 3w?) + (21 — 9w?)s + (20 — 8w + w?)s* + 65° + s*

Hierbei ist bekannt, dafi der Systemparameter w im Intervall w € [0,9; 1, 1] schwankt.

Zur Verdeutlichung der Konsequenzen voneinander abhéngiger Koeffizienten sollen an-
hand des vorausgegangenen Beispiels die Aussagen des HURWITZ-Kriteriums sowie des
KHARITONOV-Kriteriums gegeniibergestellt werden.

Wenn, wie im vorliegenden Beispiel, die Abhéngigkeit der Koeffizienten a; des charak-
teristischen Polynoms von dem verédnderlichen Systemparameter w in analytischer Form
bekannt ist, kann vorteilhaft das HURWITZ-Kriterium angewendet werden. Eine Analyse
der notwendigen und hinreichenden Bedingungen liefert asymptotische Stabilitéit im Para-
meterintervall 0 < w < \/% = 1,291. Da hierin das zu untersuchende Parameterintervall
vollstdndig enthalten ist, ist die asymptotische Stabilitdt bei Kenntnis der funktionalen
Abhéngigkeit von w einfach nachzuweisen. Wie aus dem untenstehenden Bild deutlich
wird, ergeben sich fiir einen speziellen Wert w* die Koeffizienten des charakteristischen
Polynoms p(s) aus den Funktionswerten a;(w*). Physikalisch realisierbare Koeffizienten-
kombinationen liegen demnach auf einer Parallelen zur Ordinate.

15 —
ai
as(w a
\ Koeffizienten des
10 a1 (w) charakteristischen
QlT\ Polynoms p(s) <o
a;(w) - KHARITONOV- O
az(w) = a3 = as = const.|  Polynomsp,(s)
PN E
\& Y KHARITONOV- °
5 \\<>\ Polynoms p,(s)
ao ((,U) \\
0
0.85 0.9 095 w* 1 05 ., L1 L15

Sind jedoch, wie im vorherigen Beispiel, die funktionalen Abhéngigkeiten unbekannt und
liegen lediglich Intervalle fiir die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms vor, fithrt
das HURWITZ-Kriterium nicht zu der gewiinschten Stabilitdtsaussage, da unklar ist, wel-
che Koeffizientenkombinationen dafiir herangezogen werden miissen. In diesem Fall 148t
sich aber eine Stabilitéitsaussage mit Hilfe des KHARITONOV-Kriteriums gewinnen. Im
obigen Bild sind die verdnderlichen Koeffizienten der KHARITONOV-Polynome p; (s) und
pa(s) gekennzeichnet. Es wird deutlich, daf im vorliegenden Fall die entsprechenden Ko-
effizienten der KHARITONOV-Polynome unterschiedlichen w—Werten zugeordnet sind.
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6 Frequenzgang und BODE-Diagramm

Neben Sprungfunktion und Impulsfunktion werden auch periodische Eingangsfunktionen
als Testsignale zur Bestimmung des Ubertragungsverhaltens dynamischer Systeme ver-
wendet. Darauf soll in diesem Kapitel ndher eingegangen werden.

6.1 Harmonische Anregung und Frequenzgang

Ein asymptotisch stabiles lineares Ubertragungsglied, das mit einer harmonischen Ein-
gangsfunktion angeregt wird, antwortet im eingeschwungenen Zustand mit einer harmo-
nischen Ausgangsfunktion, die sich jedoch in Amplitude und Phase vom Eingangssignal
unterscheidet.

u(t) =u-sinwt | Lineares y(t) =y -sin (wt + ¢)
Ubertragungsglied| (im eingeschwungenen
ustand)

Fiir das jeweils betrachtete Ubertragungsglied sind demnach in Abhingigkeit von der
Kreisfrequenz w (0 < w < o0) der harmonischen Anregung das Amplitudenverhéltnis
A(w) = y/u und die Phasenverschiebung ¢(w) charakteristisch.

Beispiel: Ubertragungsverhalten des PTi-Gliedes Ty - ¢(t) +y(t) = K - u(t) mit
der Anregung u(t) = u - sinwt

t

tr
Aus y(t) = g(t) * u(t) erhdlt man y(t) = T e Tt -usinwt-dr .
s 11
Die Auswertung ergibt:
KT, -w-u _+ K-u
)= ———= ¢ N + —————"sin(wt —arctanwT}) .
y( ) \1 + wQTf . m ( 1)
~~ —_——— qﬁ(w)
nach ¢ = 577 auf J(w)

1% des Anfangswer-
tes abgeklungen

Nach ¢t = 5T} ist der eingeschwungene Zustand praktisch erreicht. Dann erhalten wir fiir
das Amplitudenverhéltnis A(w) und die Phasenverschiebung ¢(w) die Ausdriicke

Aw) - I©) _ K

u 1+ w?T?

¢(w) = —arctan w7 .
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Harmonische Anregung eines allgemeinen linearen Ubertragungsgliedes
Wir gehen aus von der Differentialgleichung
A - Y™ () + . ar - G(t) +ag - y(t) = b u(t) + by - (t) + A by, - u™ ()
Die Eingangsfunktion setzen wir an in komplexer Form

u(t) =u-e*" =u- (coswt + j - sinwt) .
Die Ausgangsfunktion im eingeschwungenen Zustand ist dann

y(t) = 7 et
Mit den Ansétzen fiir u(t) und y(t) folgt aus der Differentialgleichung
Ulan - (Gw)" + ...+ a1 - (Jw) + ao) e - €7® = U by + by - (Jw) + ... + by - (Jw)™] - €7t .
Diese Beziechung muf fiir alle ¢ gelten. Daraus ergibt sich

bo+b1-(Jw) + ...+ by - (Jw)™

37 j¢
=€ = - - . *
u ap+ay - (Jw) + ...+ a, - (Jw)? ()

Fiir den auf der rechten Seite stehenden (komplexen) Ausdruck fithren wir die Abkiirzung
G(jw) und die Bezeichnung Frequenzgang ein. Unter dem Frequenzgang G(jw) verstehen
wir also

Gy o Db ) b ()"
I et ar- (o) -+ - o)

Beachtet man, dafl sich die komplexe Funktion G(jw) durch Betrag |G(jw)| und Phase
arg G(jw) in der Form

G(jw) = |G (jw)| el U

und die Phasen-

2)w)

darstellen 148t, so folgen aus (x) fiir das Amplitudenverhéltnis A(w) =
verschiebung ¢(w) die Ausdriicke

Aw) ===[G(jw)| uwd ¢(w)=arg G(jw) .

DIR)

Eine Aufspaltung von G(jw) in Real- und Imaginérteil
G(jw) = R(w) +7 - I(w)

liefert fiir das (reelle) Amplitudenverhéltnis A(w) und die (reelle) Phasenver—
schiebung ¢(w)

Aw) = G(jw)] = v/R¥@) + P(w) und
p(w) = arg G(jw) = arctan{I(w)/R(w)}.
Bei der Auswertung von arctan{I(w)/R(w)} ist darauf zu achten, dal ¢(w) stetig ist.

Da G(jw) nur die Koeffizienten der Differentialgleichung enthélt, kénnen fiir ein vorgege-
benes w sofort das Amplitudenverhéltnis und die Phasenverschiebung angegeben werden,
die sich bei harmonischer Anregung im eingeschwungenen Zustand einstellen.
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6.2 Definition des Frequenzganges

Die vorherigen Ausfithrungen lassen den Zusammenhang zwischen Frequenzgang G(jw)
und Ubertragungsfunktion G(s) unmittelbar erkennen.

Formale Definition:

Die Ubertragungsfunktion G/(s) in Abhéingigkeit von der rein imaginiren Variablen s = jw
heifit Frequenzgang G(jw) .

Der Frequenzgang stellt also nur einen Ausschnitt aus der Ubertragungsfunktion dar,
namlich die Funktionswerte der Ubertragungsfunktion auf der imaginéren Achse. Warum
dennoch ein besonderer Begriff dafiir eingefiihrt wurde, liegt in der grolen mefitechnischen
Bedeutung des Frequenzganges. Amplitude und Phase der harmonischen Schwingung als
Antwort auf ein harmonisches Eingangssignal konnen unmittelbar gemessen werden. Man
zeichnet G(jw) punktweise fiir vorgegebene Kreisfrequenzen w = w, (v =1,2,...) auf.

Vielfach ist es unmoglich oder mit zu grolen Schwierigkeiten verbunden, die Gleichung
zwischen Eingangs— und Ausgangssignal eines Ubertragungsgliedes zu ermitteln. Dann
bietet die Messung des Frequenzganges eine Moglichkeit, das Ubertragungsverhalten des
Gliedes quantitativ zu erfassen.

Physikalische Definition:

‘ . X3 . . . e
des sinusformigen Ausgangssignals eines Uber-

J L - tragungsgliedes zum Zeiger des angelegten si-

/ ¢ \/ nusformigen Eingangssignals im eingeschwunge-
- nen Zustand, dargestellt als Funktion der Kreis-
~ frequenz w .

Zeig;< ~ ¢ u Der Frequenzgang ist das Verhéltnis des Zeigers

6.3 Graphische Darstellung des Frequenzganges

Ortskurve des Frequenzganges:

jT(w) b Der komplexe Ausdruck G(jw) wird durch einen
© mit der Frequenz w (0 < w < oo) markierten
/‘ \ Kurvenzug in der komplexen G-Ebene darge-
) stellt.
le ¢ Dieser Kurvenzug heif3t Ortskurve des Frequenz-
GG > “ gailges und wird meist nur als Ortskurve bezeich-
w3 net.

Logarithmische Frequenzkennlinien:

- Getrennte Darstellungen von Amplitudenver-
Betragskennlinie

Aw)} (Amplitudenverlauf) héltnis A(w) und Phasenwinkel ¢(w) tiber der
Frequenz w. Man spricht dann von
w Betragskennlinie A(w) = |G(jw)| und
¢(w) Phasenkennlinie o(w) = arg G(jw) ,

die gemeinsam als Frequenzkennlinien bezeich-
net werden.
Phasenkennlinie Logarithmische Frequenzkennlinien werden als
(Phasenverlauf) )

BODE-Diagramm bezeichnet.
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6.4 Ortskurven der wichtigsten Regelkreisglieder

e PT-Glied: Ty -y(t) +y(t) = K - u(t)
. K
Ubertragungsfunktion: G(s) = 5T s
o Gljw) K
requenzgang: W)= ———
AUCTZEAng J 1+ 1 (jw)
Stellt man Zahler und Nenner getrennt durch Betrag und Phase dar, so ergibt sich
K .ei0 K ,
G’(]w) — € — 3 e—j-arctaanl ]

/1 + w2T12 . €j~arctaan1 /1 + w2T12

Daraus liest man das frithere Ergebnis (vgl. Abschnitt 6.1) sofort ab. Damit ergeben
sich:

K
Amplitudenverhaltnis: Alw) = |G(jw)| = ———
b () =160 =
Phasenverschiebung: ¢(w) = arg G(jw) = —arctanwT}

Zur Bestimmung der Ortskurve wird der Frequenzgang in Real- und Imaginirteil
aufgespalten. Aus

w)m —————— — S —
J 1+ ol 1+ w217
folgt
K —KwTy
R=Rw) =——= [=1(w) = ——= .
(@) 14 w272 7 (@) 1+ w2T?
Zur Elimination von w bildet man zundchst [/R = —w7} und geht damit in den
Ausdruck fiir R ein. Man erhélt
K K\? K\?
R=-———= bzw. (R——) +12:(—)
I 2 2
1+ | &]

Durch diesen Zusammenhang ist ein Kreis in der G-Ebene dargestellt. Beachtet
man, dafl wegen 0 < w < oo stets [(w) < 0 sein muB, so erhélt man als Ortskurve
den skizzierten Halbkreis.

j-1(w)

Ortskurve T ©
Beachte: K
Die w—Markierung auf dem Halbkreis ist : =
Bestandteil der Ortskurve. w — oo |
Die Ortskurve charakterisiert das dynami- |
sche System vollstandig. w wachst

e P-Glied: y(t) = K - u(t)

Die Ortskurve folgt unmittelbar aus dem PT;-Glied mit 77 = 0 . Sie degeneriert zu
dem Punkt (K, 0) der G-Ebene. Damit ist A(w) = K und ¢(w) =0 .
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. KD - S
o ]_ + T1 - S
Kp - (jw) Ko - wli +j

F N G ] = — = ‘I = - - <
requenzgang (Jw) 5T (Gw) pw 7T

Ubertragungsfunktion: G(s)

Umgeformt nach Betrag und Phase

- T
Kp-w-¢e2
/1 + w2T12 . €j~arctaan1

Daraus folgen Amplitudenverhéltnis und Phasenverschiebung

K-
Alw) = oD , Plw) = g — arctan w7y

V14 w?T?

Aufspaltung des Frequenzganges in Real- und Imaginérteil

G(jw) =

KDw2T1 KDW
R=Rw)=—""—— [=[(w)= —2—
W=Trow W)= 1o
Nach Elimination von w ergibt sich in der G-Ebene die Kreisgleichung
. Kpl2 . Kpl2 Ortskurve: Halbkreis (I(w) > 0)
[ — — _ . _ 1
2T, 2T, 71w UG,
!
!
w=0 | w — ﬁ
Kp R(w)
T
e D-Glied: y(t) = Kp - u(t) Ortskurve: Halbgerade (positive
G(s) = Kp - s imaginére Achse)
Gljiw) = Kp - (jw) = Kpweld e, - ©
Damit:
- w=20
Alw)=Kpw , ¢w)= 5 R(w)
¢
o I-Glied: y(t) = K; / u(T)dr Ortskurve: Halbgerade (negative
0 imagindre Achse)
K
G(s) = —
( ) S i I(w) @
K K x
Gliw) =5 =5¢” o
jw o w
, R(w)
Damit:
K] s
A = — = —— w=0
w=2 o= T
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o T,—Glied: y(t) = K -u(t — T})
Ubertragungsfunktion: G(s)=K-e T
Frequenzgang: G(jw) = K - e 94Tt = K[coswT} — j sinwTy]
Daraus folgen unmittelbar Amplitudenverhéltnis und Phasenverschiebung
Aw)=K , ¢(w)=—-wl;
Aufspaltung des Frequenzganges in Real- und Imaginérteil liefert
R=R(w)=K -coswTl; , I=[(w)=—K -sinwl;

Die Elimination von w liefert in der G—-Ebene den Kreis

R24+ 12 = K2 Ortskurve: Vollkreis
J-Hw) @

Beachte: Der Vollkreis wird fiir K
0 < w < oo unendlich

oft durchlaufen. R(w)
K//\wzo,%’,‘g,...

o T,T,—Glied: 77 - y(t) + y(t) = K - u(t — T})

Ubertragungsfunktion: G(s) = T s —sTt
Frequenzgang;: G(jw) = L e IwTy

Umformung nach Betrag und Phase

K
1+ w?T? '

Daraus folgen Amplitudenverhéltnis und Phasenverschiebung

K
Alw) = ——— , ¢(w) = —wT; — arctanwT}

V14 w?T?

LaBt man w alle Werte 0 < w < oo durchlaufen, so ergibt sich als Ortskurve die
skizzierte Spirale.

e—j-(th +arctan wTh)

G(jw) =

Schnittpunkte mit der reellen Achse (I(w) = 0): Ortskurve: Spirale

wl] = —tanwT; 7o)

Schnittpunkte mit der imagindren Achse (R(w) = 0):

wT] = cot wT;
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6.5 Anfang und Ende der Ortskurven rationaler Frequenzginge
Anfang der Ortskurve:

Wir betrachten den rationalen Frequenzgang

4 bo+ b1 - (Jw) + ... + by - (Jw)™
G = , 0 , b 0
(]W) a0+a1-(juJ)+...+an-(jw)” (107é 07é

e Setzt man K = by/ay , so gilt fiir kleine w

. . . 1+...
€)= i (16 ) <

Die Ortskurve beginnt fiir w = 0 auf der reellen Achse beim Wert K .

e Fiir den Fall g =a; =... =a,-1 =0 (1 < p <n) kann der Faktor (jw) im Nenner
p-mal ausgeklammert werden. Das Ubertragungsglied ist ,,p—fach integrierend“. Mit
by # 0 und K* = by/a, gilt dann fir kleine w

K* 14+... K* K* o
lim G(jew) = lim (( - ):( _E ies

w—0 w=0 \ (jw)P 1 Jw)r  wP

Die Ortskurve beginnt fiir p > 1 mit dem Phasenwinkel —p - g im Unendlichen.

e Die vorherigen Aussagen gelten auch bei Totzeit, da diese sich fiir w = 0 nicht auf den
Frequenzgang auswirkt.

Ende der Ortskurve:

Wir wollen uns hierbei auf reale Systeme beschrinken. Da bei realen Systemen stets n > m
ist, enden die Ortskurven realer Systeme im Ursprung. Dies ist auch physikalisch einsich-
tig: Kein reales System kann einer Frequenz w = oo folgen; die Amplitudenverstiarkung
A(jw) =| G(jw) | muB damit fir grofie w gegen Null gehen. Von Interesse ist nun die
Frage, unter welchem Winkel die Ortskurve in den Ursprung lauft.

e Wir betrachten zunéchst Frequenzginge, bei denen im Zahler keine Potenzen von jw
auftauchen, also reine Verzogerungsglieder n—ter Ordnung (PT,—Glieder) oder p—fach
integrierende Glieder mit Verzogerung (n — p)-ter Ordnung (I°T,_,~Glieder).

Fiir w — oo dominiert die hochste Potenz, so daf§ mit K., = by/a,, gilt

1 ) Koo Koo —jn-3

= = - e

lim G(jw) = lim -
() (Jo)»  w®

Koo : :
w—00 w—00 ( ...+ (jw)”
Die Ortskurve lauft also unter dem Winkel —n - g in den Ursprung.

e Bei Systemen mit Totzeit lauft die Ortskurve spiralférmig in den Ursprung ein. Es
kann kein Eintrittswinkel berechnet werden.

e Fiir reale Systeme (n > m) gilt fir w — oo mit K, = by, /a,:

geo U Ky K eems
o) —I—(jw)” (jw)(nfm) w(nfm)

lim G(jw) = lim

w—00 w—00

™

Die Ortskurve lauft dann unter dem Winkel —(n —m) - 7 in den Ursprung.
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6.6 Addition und Multiplikation von Ortskurven
des Frequenzganges

Parallelschaltung (Addition in der komplexen Ebene)

r—- - - - - - === 7

1 Gi(jw) 1 G(jw) = G1(jw) + Ga(jw)
U :—> i—l» Y Daraus folgt:

| Gali) |— Glj) = [Re{Ga(ji)} + Re{Galjo) ]

R g Gliw) 3+ [n{G1(jw)} + Im{Ga(juw)}
Ergebnis:

Die Zeiger G(jw) und G(jw) werden vektoriell addiert. (Fiir die Praxis ist diese Me-
thode nur bei sehr einfachen Ubertragungsgliedern empfehlenswert.)

ispiel:
BelSple K ( ] ) Skizze fir K =1, I;—’lj = %
N D - Jw _O .
G1(jw) = T+ (w) (DT, ~Glied) 71t DT -Glied
. K . %” — /
Ge(jw) = ———— (PT,—Glied) P ~
1+T - (jw) = PDT;-Glied
Parallelschaltung: ! -
K+ Kp-(j ~ "
Gljw) = + Kp (gw) (PDT, Clied) . - . 17 R(w)
1+T1(]U)) N Pw=uw
2 -~ T PT;-Glied

Serienschaltung (Multiplikation in der komplexen Ebene)

r—- - - - - - -~ = 7

l l
U~ G1(jw) Ga(jw) Y  G(jw) = Gi(jw) - Ga(jw)

| ! Daraus folgt

I GUL) G = Gl [Gale) |- LI e G0
Ergebnis:

Die Zeiger G1(jw) und Go(jw) werden vektoriell multipliziert. (In der Praxis verwendet
man hier das BODE-Diagramm.)

Skizze fiir Kp - Ky =1, 50 =3

Beispiel: i 1w) T, =2
Kn - (]w) 1 DT1-Glied
Gi(jw) = —2—2 (DT,~Glied) ;
1+ T (jw) 4 e ~
. KI . /, w = w1 \
Go(jw) = o) (I-Glied) ‘ é X \‘
[ F— 3
Serienschaltung: Ly ¢ 2 R(w)
‘ 2 w = w1
w) = Bp K i w=wr § T PT1-Glied
RA e e B b
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6.7 Frequenzkennlinien und BODE-Diagramm

Frequenzkennlinien

Wie bereits erwéhnt, handelt es sich hierbei um getrennte graphische Darstellungen von
Amplitudenverhéltnis A(w) =| G(jw) | und Phasenwinkel ¢(w) = arg G(jw) tiber der
Frequenz w.

BODE—-Diagramm

Das BODE-Diagramm ist eine logarithmische Darstellung der Frequenzkennlinien. Aus
G(jw) = A(w) - el

folgt
log G(jw) = log A(w) +j - ¢(w) - (loge)

Es wird nun folgende Darstellung gewéhlt:

Fiir den Amplitudenverlauf (Amplitudengang, Amplitudenkennlinie, Betragskennlinie)
wird log A(w) iiber logw aufgetragen (doppeltlogarithmische Darstellung).

Fiir den Phasenverlauf (Phasengang, Phasenkennlinie) wird ¢(w) iiber logw aufgetragen
(einfachlogarithmische Darstellung).

Die logarithmisch geteilten Achsen werden meist nicht mit logw bzw. log A, sondern di-
rekt mit w bzw. A beschriftet.

Die Ordinate des Amplitudenverlaufs wird meistens in Dezibel [dB] angegeben. Dabei gilt
folgende Definition:
A(w)ap) =20 -1g A(w) , (g ist der Zehnerlogarithmus)

Die moglichen Achsenbeschriftungen sind nachfolgend angegeben. Am héufigsten findet
man A in dB iiber w, sowie ¢ in Grad iiber w aufgetragen. In der Nachrichtentechnik
werden Amplituden— und Phasenverlauf iiber dem Logarithmus der Frequenz f (in Hz)
dargestellt; es ist f = w/27 .

lg A(w) Aw) yAW)usy  |Glas

3- 10004 60
2 100 40
1-{ 104 20
0 1 05 T T T T
-1 0,19 -20+ 0,1 1 10 100 1000 10* w
—29 0,019 —40 1 0 1 2 3 4 1
—3-10,00 4 —60 - &«
p(w) y o(w) 4 /GO
87— 135°
3T 90°
i?rf 45° —
o (
10 0 § | | | | | |
i —45° — 0,1 1 10 100 1000 104 w
—dx - —90° . |
A e 0o 1 2 3 4 o w
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6.8 BODE-Diagramme der wichtigsten Regelkreisglieder
e PT—Glied: T} - y(t) + y(t) = K - u(t)

1
Mit der Abkiirzung wy = T lautet A(w) s Asymptoten
1
der F G(jw) K ! T e
er Frequenzgan w)=—"" . B — = 4 ] w
quenzgang G(w) = 75— . 3B
Amplitudengang A(w) und Phasengang -10
¢(w) sind bereits bekannt (vgl. Ab- Alerard] N
schnitt 6.4). Nach Einfithrung von wy -15 o N
erhélt man 220 T N
e 0.1 1 10
Amplitudengang: A(w) = ——— P(w) Asymptoten
1+ [£]? 02 w
wo —5.7° w
w B NN “o
Ph . = — t — o R
asengang: ¢(w) arctan = _30 N
—45° £ = = [T
Fiir das nebenstchende BODE- _60°
Diagramm wurde K = 1 gewéhlt. A
AuBlerdem ist die Frequenz auf w/wy _00° NERE —84.3°
normiert. 0.1 0.2 1 4 10
Approximation der Frequenzkennlinien:
Asymptoten fiir w < wy
Alw) = K ¢(w) =~ —arctan0 =0
lg A(w) = lg K
Asymptoten fir w > wy :
Alw) =~ K - “o ¢(w) =~ —arctan oo = -z
w 2
lg A(w) ~ ng—lg(i) , Gerade mit Steigung —1, d.h.

“o beim 10-fachen Wert von w ist

A(w) auf den 10-ten Teil abge-
sunken, also um 20 dB gefallen.
Man sagt: Die Amplitudenkenn-
linie fallt mit 20 dB pro Dekade.

Schnitt der beiden Asymptoten fir A(w):

Aus der Bedingung lg K = 1g K — lg (w/wy) folgt sofort w = wy . Man nennt daher

wo die Knickfrequenz oder Eckfrequenz. Die exakten Werte fiir Betrag und Phase
an der Stelle w = wy sind

Alwo) = % ) ¢(wp) = —arctan 1 = —% ,

A(wo)[dg} = K[dB] —20- lg \/5 ~ K[dB} —3dB

Die exakte Betragskennlinie liegt bei der Eckfrequenz wy um 3 dB unterhalb der
Asymptoten.



Grundlagen der Regelungstechnik Blatt V 62

e PTy,—Glied: T3 - §(t) + 11 - y(t) + y(t) = K - u(t)

Bei besonderer Beriicksichtigung schwingungsfihiger PTo—Glieder schreibt man die
Dgl. i.a. in der Form

§(t) +2Dwy - §(t) + wi - y(t) = Kwg - u(t)

Fiir 0 < D < 1 ist das Ubertragungsglied schwingungsfiihig.

K
Frequenzgang: G(jw) = 2

1— <i> _+_j.2D.i
wo wo

' K

Amplitudengang:  A(w) = >

2
wo wo
2D~

Phasengang: ¢(w) = —arctan

Approximation
1. Anfangsasymptote fiir w < wy :
Alw) = K ¢(w) ~ —arctan0 =0

2. exakte Werte fiir w = wy :

K
Alwy) = 55 (> K fiix D <0,5)  ¢(wp) = —arctan oo = _g

3. Endasymptote fiir w > wy :

~ .20 ~ _
Alw) ~ K - 2 ¢(w) ~ —arctan0 = —7
lgAlw) = lg K —2-1g d Gleichung einer Geraden mit

“o Steigung -2 ; Endasympto-

te der Amplitudenkennlinie

fallt mit 40 dB / Dekade.

Die beiden Asymptoten schneiden sich bei w = wy. Die Abweichung der exakten
Betragskennlinie vom Verlauf der Asymptoten héngt vom Dampfungsmafl D ab.

1
Fiir D<§~\/§%O.707

hat die Amplitudenkennlinie ein Maximum; es liegt bei

Winazr = Wo * V1 — 2+ D?
und hat den Wert

1
A(wmmr) =

2D - /1 — D?
Fir D = 0,5 geht die Amplitudenkennlinie genau durch den Schnittpunkt der
Asymptoten.

Nachfolgend ist das BODE-Diagramm fiir X' = 1 und verschiedene Dampfungsmafe
D dargestellt.
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Betragskennlinien und Phasenkennlinien des PTy—Gliedes:
A(w) ey
D=,0.05
0.1
0.15
20 / 0:25
1 /| 0.3
0 2~ 0.4
XX\ 0.5
0| T N 82 w
SS= N o
-10 ==
-20 1
1.2
30 m
1.8 N
40 2 N
0.1 1 10
¢(w)
OO e m— g M D= 0.05 W
= i, -
—20° NN 0.2
o N\
D= 0.4
o 33 NN
o5 N
o 1.2
—80 1.4 D=_-08
16 1
o i
16
—120° D= 005 &M ;8
RS \\N\NSS
—140° :
160° 45 Naa————
150° i
0.1 1 10
e P-Glied: y(t) = K - u(t) A(w)
Man entnimmt unmittelbar
40
Amplitudengang: A(w) = K 90
Phasengang: d(w) =0 i i i
) 1 10 100 1000 w
Fiir das nebenstehende BODE-Diagramm d(w)
wurde G(jw) = 100 gewahlt. 90°
N N N
1 10 100 1000 w
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e D-Glied: y(t) = Kp - u(t) A(W) any
Von Abschnitt 6.4 iibernimmt man 1
20 w=%5
Amplitudengang: A(w) = Kp - w ‘ ‘
Phasengang: d(w) = —l—g —1218: 0.1 10- 100 v
Daraus folgt die logarithmische Ampli-
tudenkennlinie ¢ggz

lg Alw) =1gKp +lgw
Sie steigt mit 20dB /Dekade. 01 1 10 100 w
Skizze fiir G(jw) = 0.1 - jw

t

o I-Glied: y(t) = K - /u(T)dT A(W) any
0
Von Abschnitt 6.4 iibernimmt man 207 w= K
K \ \
Amplitudengang: A(w) = — —20—0.1 1 100 w
w
T
Phasengang: d(w)=—=
2 $(w)
Daraus folgt die logarithmische Ampli- | | |
tudenkennlinie g0 0.1 1 10 100 w

lg Alw) =g K; —lgw
Sie fallt mit 20dB/Dekade.

1
Skizze fir G(jw) = — .
Jw A(w)apy
o T,—Glied: y(t) = K - u(t — T}) 25
Von Abschnitt 6.4 iibernimmt man ig
Amplitudengang: A(w) = K 10
K,
Phasengang;: o(w) = —wTy 5 =
0
180° w
In Grad: $(w) = —wT; - 0.04 0.1 051 5 10 o
o(w) o
Der Phasengang des Totzeitgliedes 1483t —50° s < T 5T
sich nicht durch abgeknickte Geraden- —1002
stiicke approximieren. :%880
Skizze fiir G(jw) = 10 - e Yo :3880
mit wy = 1/7; . —350°

—400°
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6.9 Vorteile der logarithmischen Frequenzkennlinien

1. Serienschaltung von Frequenzgingen

r-"""""">">"""~"-""-"=—-"="=—-—"=-"=-"=-"=-"=—-"=-/-/ =/ =7 1

| |

| |
Ul—» G1(jw) G (jw) oo GN(]W):—’Y

| |

o GGw) |

Aus G(jw) = G1(jw) - Go(jw) - ... - Gy (jw) mit Gi(jw) = Ap(w) - @) (k=1,... N)
folgt

Gjw) = Ay(w) - Ag(w) - ... - Ay(w) - eZlr(@)+d2(@)tFon(w)]

Damit ergeben sich Amplitudengang A(w) und Phasengang ¢(w) von G (jw) = A(w)-e*«)
zu

A(w)a = A1(w)ap) + A2(W)ap) + - - + An(w)a)
P(w) = p1(w) + Po(w) + ... + dn(w)
Ergebnis:

Der Gesamtfrequenzgang einer Serienschaltung von Frequenzgingen ergibt sich durch
Addition der Ordinaten der einzelnen logarithmischen Frequenzkennlinien.

2. Inversion eines Frequenzganges

1 .
Aus G(jw) - Gl(ju)) mit Gl(jw) = Al(w) e d1(w)
1
Gi(jw) folgt G(jw) = me—]«m(w)
1

Damit ergeben sich

Amplitudengang: A(w)ap) = —A1(w)ap]

Phasengang: P(w) = —p1(w)
Ergebnis:

Die logarithmischen Frequenzkennlinien des inversen Frequenzganges ergeben sich durch
Spiegelung an den Achsen lg A = 0 (0—dB-Linie) und ¢ = 0, d.h. an der w-Achse.

3. Approximation der logarithmischen Frequenzkennlinien

Infolge der gewéhlten Achseneinteilungen lassen sich die Frequenzkennlinien der meisten
Systeme angendhert aus Geradenstiicken zusammensetzen, wobei die Knickpunkte und
Winkel in einfacher Weise mit den Beiwerten des Systems in Beziehung stehen.
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4. BODE-Diagramme fiir zusammengesetzte Ubertragungsfunktionen

Ubertragungsfunktionen, die auBer einer Totzeit nur rationale Terme enthalten, lassen
sich darstellen in der Form

v [1+%m]-[1+%22}-...-[1+—wms+ c H1+—2D”s+ £ }

G(S):_ woz1 Woz1 woz2 “oz2 . e_STt.
s 1 s .1 s |. |14 2Dm s |.|1 1 2Dn2 s2 |,
[ - WN1:| [ + w2 | T + wont O + wing + wonz - Wina| T

Alle Anteile sind multiplikativ verkniipft, was einer Serienschaltung entspricht. Man erhélt
das BODE-Diagramm fiir die gesamte Ubertragungsfunktion also einfach durch Addition
der Amplituden— und Phasengénge aller Anteile.

Bis auf die Klammerausdriicke 1. und 2. Ordnung im Zahler wurden die Frequenzkenn-
linien der anderen Terme im vorherigen Abschnitt angegeben. Die bisher noch nicht be-
handelten BODE-Diagramme fiir die Z#hlerausdriicke ergeben sich durch Spiegelung der
Frequenzkennlinien des PT;— bzw. PTy—Gliedes.

Fir das PT;-Glied wird die Inversion an einem Beispiel gezeigt. Die Spiegelung liefert
das PD-Glied.

Beispiel:
PT,-Glied: (K =10, wy = 10%)
a ( ) 10 A(w)ap)
10w) = /% Ai(w)  Aw)
143 10% QOf/_ ——— PD-Glied
Die Inversion liefert das PD-Glied: w= w\o\
, 1 LW 100102 10% 4\\165 w
G(jw) = 0 [1 +7- 1—03] o0 \iPTl—Glied
Nebenstehend ist die Approximation (W) PD-Clied
der Frequenzkennlinien skizziert. 5 —4
i 100102 1 10t 10w
—27 b ————<XPT;-Glied

5. Anmerkung

In einigen Féllen kann man mit dem Amplitudenverlauf allein auskommen. Dies ist bei
Systemen der Fall, bei denen ¢(w) aus A(w) berechnet werden kann, z.B. beim PT;-Glied:

¢ = —arctan /(K /A)? — 1

Die sogenannten Phasenminimumsysteme (Minimalphasenglieder) gehoren dazu.
Der Vorteil bei der mefitechnischen Erfassung des Frequenzganges besteht darin, dafl man
sich auf A(w) beschrinken kann.
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Beispiel fiir die Konstruktion des BODE-Diagramms eines Ubertragungsglie-
des mit gebrochen rationaler Ubertragungsfunktion

Es soll das BODE-Diagramm fiir ein Qbertragungssystem, das nur reelle Pol- und Null-
stellen besitzt, gezeichnet werden. Die Ubertragungsfunktion sei vorgegeben durch

(s+0.1)-(s+2)
s-(s+5)-(s+20)

ZweckméBigerweise wird G(s) auf die Form
G+ -G+1)
s-(5+1)-(55+1)

G(s) = K - K1 =890

gebracht. Dieses System 148t sich nun in ein I-, zwei PD— und zwei PT;-Glieder zerlegen:

K5 s S 1 1
Gls)= =2 . (41 (24+1). :
(5) =~ %1+)($+)§+1%+1
~ —— e M

= Gl(S) GQ(S) Gg(S) G4(S) G5(S)

Das BODE-Diagramm kann jetzt durch Addition der BODE-Diagramme der Teilsysteme
(G; bis G5 gewonnen werden.

A(w) s
40 ——1— L L B T —
30 \Qexakter Verlayf= 7 -
20 |~ g
\ GQ - |

10 -
// \\ // Gd
O ~N

~N
~N e
>
- ~

_107 WZKQ \\\\\ \\/G5 _|
20 e
-30 ———+— ]

woq W0y  Wog wWoy
T T T

L 17 Stufenapproximatign
[0 i

200 L - g G3— exakter Verlauf |
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7 Fiihrungs— und Storverhalten des Regelkreises

7.1 Fiihrungsverhalten

Fall A: Standardregelkreis ohne Storungen

w4+ E | Regler R U | Strecke S Yy W Sollwert,

v - Gr(s) Gs(s) Fiihrungsgrofie
Y Regelgrofie

E Regelabweichung
U Stellgrofie

Es sei Gg(s) die Ubertragungsfunktion des Reglers R,
Gs(s) die Ubertragungsfunktion der Strecke S

Gleichung des geschlossenen Regelkreises im Bildbereich (vgl. Kreisschaltung):

Y(s) = Gw(s)-W(s), wobei Gwl(s):= ] fg(;:zsfgjzs)

Man bezeichnet Gy (s) als Fihrungsibertragungsfunktion.

Ziel der Regelung:

Die RegelgroBie y(t) soll moglichst gut mit dem Sollwert w(t) iibereinstimmen.
Das bedeutet

Y (s) = W(s) und daraus folgt  Gw(s) =1
Aus der Definition fir Gy (s) folgt damit fiir den Regler

_ Gw(s)

Gs(s) - [1 = Gw(s)]
Die theoretische Forderung ist also ein Regler mit unendlich grofler Verstarkung. Beim
praktischen Vorgehen ist ein technisch sinnvoller Kompromif3 notwendig.

GR(S)

Fall B: Allgemeiner Regelkreis ohne Stérungen

W Y

Die (Fithrungs-) Ubertragungsfunktion lautet

Goo(9) Guo($)

Gw(s) = 1+ Goo(s) - Gra(s) 1+ Gols)

mit  Go(s) = Gpol(s) - Gra(s)

Bezeichnungen: G,,(s) Ubertragungsfunktion des Vorwdrtszweiges,
G.i(s) Ubertragungsfunktion des Riickwdirtszweiges.
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7.2 Storverhalten

Fall C: Standardregelkreis mit Storungen

Zy Z1 Z3

Regler R + Strecke S - Y
‘_ Gr(s) Gs(s) Zi (i=1,2,3,4)

Storgrofien

Gleichung des geschlossenen Regelkreises:
Da es sich bei Strecke und Regler um lineare Ubertragungsglieder handelt, gilt das Super-
positionsprinzip. Man erhélt dann (bei Gr(s) und Gg(s) sind die Argumente weggelassen)

Gr-Gg Gg 1

Y(s§)=—F+——- — 7 /]
(s) 11 Gn Gs (8)+1+GR'GS 1(8)+1+GR'GS 2(s)
—_————— —_———— —_————
Gw (s) Gz (s) Gz,(s)
Fiithrungsiiber-
tragungsfunktion
—Ggr-Gsg Gr-Gs
TR TSz _Th e 7
+1+GR-GS 3(8)+1+GR-GS 1(s)
—_———— —_————

GZs (S) GZ4 (S)

Bezeichnung: Gz, (s)(i = 1,2, 3,4) heilen Storungsibertragungsfunktionen.

Ziel der Regelung:

Die Storeinfliisse sollen ausgeschaltet werden, d.h. Gz, (s) =0 (1=1,2,3,4). Die Stérun-
gen ¢ = 1,2 fithren auf die Forderung, dafl ein Regler mit unendlich grofler Verstirkung
notig ware. Dies ist im Einklang mit Fall A. Die Stérungen ¢ = 3,4 fithren auf die Forde-
rung, dafl ein Regler mit Verstdrkung Null notig wére. Dies ist nicht erfiillbar und auch
wenig sinnvoll.

Ergebnis:
e Regelungen sind moglichst so zu konzipieren, dafl keine Stérungen z3(¢) und
z4(t) auftreten, da diese grundsétzlich nicht ausgeregelt werden kénnen.

e Storungen z;(t) und z2(t) sind durch die Forderung an die Fiithrungsiibertra-
gungsfunktion mit erfaflt.
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Fall D: Standardregelkreis mit einer Storgrofle

Bei dieser hiufig getroffenen Annahme wirken Stellgrofle und Storgrofie gemeinsam auf
die Strecke ein.

Blockschaltbild:

JZ(S)
W(s) +_ E(s) [ Regler R |U(s)+ 4" Strecke S Y (s)
- Gr(s) Gs(s)

Gleichung des geschlossenen Regelkreises (im Bildbereich) :

Go(s) Gs(s)

(s) = 15 Go(s) -W(s) + 15 Gols) - Z(s)  wobei Go(s) = Gg(s) - Gg(s)

Fir Z(s) = 0 ergibt sich das Fihrungsverhalten

GO(S)
Y(s)=—~ . W
(5) = RS W)
fiir W (s) = 0 ergibt sich das Stérverhalten
y(s) = —25)

“Tr G 2W

Der gemeinsame Faktor von Fiithrungsiibertragungsfunktion Gy (s) und Storiibertragungs-
funktion Gz(s) heiit dynamischer Regelfaktor R(s)

1
R(s) := T3 Gols)

Aufgeschnittener (offener) Regelkreis:
Fiir W(s) = 0und Z(s) = 0 wird der Regelkreis an einer beliebigen Stelle aufgeschnitten.

Fiir das Ubertragungsverhalten erhilt man
X.(s) = —=Gg(s) - Gg(s) - Xe(s) -

Als ” Ubertragungsfunktion des offenen Kreises” erhilt man demnach
Goffen(s) = —Go(s) -

Dennoch wird meist +G(s) als Ubertragungsfunktion des offenen Kreises bezeichnet.
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7.3 Statische Regelabweichung

Fiir die Regelabweichung gilt im Bildbereich

Gs(s)
1 + GQ(S)

W(s) + Z(s)

)

E(s) = W(s) = Y(s) = W(s) - % .
also
BO) = g W)~ Tot 200

Als statische Regelabweichung bezeichnet man

oo 1= tlim e(t) .

Als bleibende Regelabweichung bezeichnet man einen Wert

€oo = const. #0 .

Falls der Grenzwert e, tatsédchlich existiert, kann er mit Hilfe des Grenzwertsatzes der
LAPLACE-Transformation berechnet werden:

€0 = lim e(t)

t—o00

= lin%s - E(s)

Wir betrachten nun

1+...

Regler ohne I-Anteil: Gr(s) = Kg T —  Ggr(0) = Kpg
Kr 1+...
Regler mit I-Anteil: Gr(s) = =2 . i —  Gg(0) =00
s .
, 4. .
Strecken ohne I-Anteil:  Gg(s) = K - re t = Gg(0) = Kg
Kg 1+4...
Strecken mit I-Anteil: Gg(s) = =2 %em —  Gg(0) =0
s .

Wir erhalten bei

Fithrungssprung w(t) = wq - o(t):

W(s) = —2

1 Z(s) =0
Wo

~ 1+ Gr(0)- Gs(0)

i Wo
oo = lim
s—0 1+ GO(S)

Ergebnisse: (K, := K- Kg)

oo =0 falls I-Anteil im offenen
Kreis,
Wo . oo
Coo = falls kein I-Anteil im
1+ K,

offenen Kreis.

Sprungférmige Storung z(t) = zo - o(t):
Z(s) = s W(s)=0

€00 = lim —Gsls) 20 _
5201+ Gg(s) - Gs(s)

1
o + Gr0)

€oo =0 fiir Regler mit I-Anteil,
Ko -
Coo = %KZO fiir Regler ohne I-Anteil
T80 ynd Strecke ohne I-Anteil,
€oo = 2 fiir Regler ohne I-Anteil
Kg

und Strecke mit I-Anteil.
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7.4 Beispiel fiir das Storverhalten eines Regelkreises

Fiir die Regelstrecke mit der Ubertragungsfunktion

Ks

G = —
S<S> (1 + T . 3)4

sollen verschiedene Reglertypen untersucht werden. Der Regler wird als PID-Regler mit
der Ubertragungsfunktion

GR(S) :KR 1+

TrH -
T]'S+ DS

angesetzt. Samtliche betrachteten Sonderfille ergeben sich daraus.
Mit den Ausdriicken fiir Gg(s) und Gg(s) erhélt man fiir das Storverhalten bei sprungfor-

miger Storung z(t) = zo - o(t):

Y (s) Ks - 2
S) =
S(1+T'8)4—|—KRK5(—%I —|—S+TD '82)

Nachfolgend ist fiir diesen Standardregelkreis mit einer Storgrofie das Storverhalten der
normierten Regelgrofle fiir die verschiedenen Regler dargestellt.

. TT opt TD opt Ymax l3% €oo
: Regl K 3%
Ergebnisse egler Ropt T T wke | T | oKa
PID 5,57 0,15 0,67 0,11 14 0
PI 2,45 1,38 - 0,44 36 0
PD 6,60 - 0,34 0,15 8 -0,13
P 2,68 - - 0,45 26 | -0,27
0,88 Kg - 0,79 42 0
Yo ,Strecke
20Kg
ohne Regler
I
P
PD
[\ /\//%_, t
| ; V T T
0 pp X N10 20 3 40
PI
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8 Stabilitit des geschlossenen Regelkreises

Wir haben bereits gesehen, dafl die Stabilitdt eines Regelkreises durch den Nenner N(s)
seiner Ubertragungsfunktion bestimmt wird. Aus der charakteristischen Gleichung
N(s) = 0 folgen die iiber die Stabilitéit entscheidenden Wurzeln.

Fiir den hier betrachteten geschlossenen Regelkreis lautet die charakteristische Gleichung
1+ Go(S) =0 s

wobei 1 + Gp(s) im allgemeinen selbst wieder ein Bruch ist. Daraus folgt fiir den Stan-
dardregelkreis

14+ Ggr(s)-Gs(s) =0
und fiir den allgemeinen Regelkreis (Abschnitt 7.1, Fall B)
14+ Guo(s) - Gra(s) =0
Die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises Go(s) ist von der Form

_ Zo(s) e T
No(s)

Nach Einsetzen in die charakteristische Gleichung erhélt man

Zo(s) —sT
1+ —<L.e%"* =0
No(s)

Go(S)

Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung des geschlossenen Kreises erhélt man also
aus der Gleichung

No(s) + Zo(s) - e =Tt =0

Diese transzendente Gleichung ist im allgemeinen nur numerisch zu l6sen. Enthélt der
Regelkreis keine Totzeit, so kann der geschlossene Kreis z.B. mit Hilfe des HURWITZ-
Kriteriums untersucht werden, das dann auf das Polynom N,(s) = Ny(s) + Zy(s) anzu-
wenden ist.

Go(s)
Beispiel: . /
| |
W + \ Y

— KR 14{(75:13 \

| |

L - _

K
Go(s) 0 mit Ko := Kg - Kg

:1+T1'S

Charakteristische Gleichung zur Stabilitdtsuntersuchung:

N, + Z =0 T, s+1+Kyg=0
o(s) o(s) - al S - 0
1 0
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Wir betrachten im folgenden den Standardregelkreis Fall D mit dem Sollwert w(t) = 0
und der Storgrofie z(t) = 0.

Ziel: Aus dem Verlauf der Ortskurve des offenen Regelkreises soll eine Stabilitéts-
aussage fiir den geschlossenen Regelkreis gewonnen werden.

8.1 Bestimmung der Stabilititsgrenze

Annahme: Der geschlossene Regelkreis befinde sich gerade an der Stabilitidtsgrenze.
(Die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Kreises besitzt Pole auf der
imagindren Achse der s—Ebene.)

Folgerung: Der geschlossene Kreis fithrt dann ungedédmpfte Schwingungen aus. Fiir
diesen Fall ist aber der Frequenzgang erklart.

Vorgehen: J—— o Gals)
W=0+_ E | | Y
(1) Aufschneiden des — | Gr(s) |——{ Gs(s) ':—'—’
Standardregelkreises T ““““““ ) P
Xe Xa

(2) Nach dem Aufschneiden wird die rechts ankommende Dauerschwingung z,(t) links
wieder kiinstlich eingespeist, so dal z.(t) = z,(t) gilt. Das Aufschneiden hat also
keinen Einflul auf die im Kreis ablaufende Dauerschwingung; deren Frequenz sei
W =Wk .

(3) Fiir die Bildfunktionen X, (s) und X,(s) gilt mit s = jw und w = wy,
Xe(jwr) = Xa(jws)

(4) Fiir das Ubertragungsverhalten erhilt man X,(s) = —Go(s) - X.(s) . Mit s = jwy
ergibt sich: Xo(jwr) = =Go(jwr) - Xe(jwr)

(5) Aus (3) und (4) folgt die fir die Stabilitdtsgrenze geltende wichtige Beziehung:
GO (ju)) =—1.

Bemerkung: Diese Beziehung folgt auch unmittelbar aus der charakteristischen
Gleichung des geschlossenen Regelkreises 1+ Go(s) = 0 fiir s = jwy,

Zwischenergebnis: Geht die Ortskurve des Frequenzganges
§-To(w) des offenen Regelkreises durch den Punkt
C(—1,7 - 0) der Go—Ebene, so fithrt der
_— geschlossene Kreis an dieser Stelle Dau-
. erschwingungen mit der Frequenz w = wy,
C(_Lj ' O) aus.
w Ro(w) . .
k Der Punkt C' heif3t kritischer Punkt.
Go(ja)>
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8.2 NYQUIST—Kriterium
Stabilitdtsuntersuchung mit Hilfe von Ortskurven

Aus dem vorherigen Zwischenergebnis 148t sich ein sehr handliches Stabilitédtskriterium
ableiten, das auch fiir Systeme mit Totzeit gilt. Es ist dies das Stabilitatskriterium von
NYQUIST (1932). Ohne Beweis sei die fiir praktische Fille meist ausreichende spezielle
Form dieses Kriteriums von NYQUIST mitgeteilt.

Stabilitatskriterium von NYQUIST (spezielle Form)

Voraussetzungen:

e Die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises G(s) sei von der Form

1+... Z
Gols) = & - 2o et L ZlS) o

s 1T+ T No(s)
mit V>0 , T, >0 , ¢=0,1,2 und Grad Zy(s) < Grad Ny(s)

e G(s) besitze auler einem einfachen (¢ = 1) oder zweifachen (¢ = 2) Pol im Ursprung
nur Pole links der imagindren Achse der s—Ebene.

e Zy(s) und Ny(s) besitzen keine gemeinsame Wurzel.

Anmerkung:
q=20 P—Verhalten
Fiir qg=1 besitzt der offene Kreis [-Verhalten
q=2 Doppel-I-Verhalten
Kriterium:

e Der geschlossene Regelkreis ist genau dann asymptotisch stabil, wenn die Ortskurve
Go(jw) (0 < w < o) des offenen Kreises den Punkt C(—1,7 - 0) der Go—Ebene in
Richtung wachsender Frequenzen gesehen links liegen 1483t.

e Diese spezielle Form des NYQUIST—Kriteriums heifit auch Linke—Hand—Regel.

e LaBt die Ortskurve den kritischen Punkt C' rechts liegen, so ist der geschlossene Regel-
kreis instabil.

Beispiel 1: PT3-Glied Beispiel 2: I'T,-Glied Beispiel 3: I'T;—Glied
5 ¢g=0,T,=0 6 ¢=1,T,=0 W@\ q=1T:#0
¥/

N “ i

asymptotisch stabil
instabil
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NYQUIST—Kriterium in Frequenzkennliniendarstellung

Ausgangspunkt ist das NYQUIST-Kriterium in der Ortskurvendarstellung geméaf
Beispiel 1 von Abschnitt 8.2.

Geschlossener Kreis: asymptotisch stabil Geschlossener Kreis: instabil
Einheitskreis wD Einheitskreis

N

PR

1 d(wp)
¢(wp)

w wiéichst w wichst

WD

Es wird angenommen, dafl die Ortskurve des offenen Kreises den Einheitskreis nur einmal
schneidet (dies ist in der Praxis der weitaus haufigste Fall), und zwar bei der sog. Durch-
trittsfrequenz wp.

Frequenzkennlinien zu den beiden obigen Ortskurven:

A(w)aB) A(w)[aB)
0 0D > 0 wp w
p(w)
P(w) 0 >
0 w
. ¢R - \
Kriterium:
e Im asymptotisch stabilen Fall ist bei w = wp die Phase ¢(wp) noch nicht auf ¢ = —=x

abgesunken. (Oder: Im asymptotisch stabilen Fall ist bei w—Werten, bei denen
¢(w) < —m ist, die Amplitude A(w) < 1.)

e Im instabilen Fall ist bei w = wp die Phase ¢(wp) bereits unter ¢ = —7 abgesunken.
(Oder: Im instabilen Fall ist bei w—Werten, bei denen ¢(w) < — ist, die Amplitude
Aw)>1.)

Phasenreserve, Amplitudenreserve und Durchtrittsfrequenz

Phasenreserve ¢ und Amplitudenreserve ap = 1/Ag sind Mafle fiir die Stabilitdtsgiite
eines Regelkreises. Ubliche Werte sind

40° < ¢ <T0° , 2,5<ag <10

Die Durchtrittsfrequenz wp ist ein Maf fiir die Schnelligkeit der Regelung. Je grofler wp
ist, um so schneller ist der Zeitvorgang.
Der Amplitudenrand Apg ist die Amplitudenverstirkung bei der Phase ¢ = —m . Den
oben angegebenen iiblichen Werten fiir ag entspricht
0,1< Ar <0,4
bzw. —20dB < AR[dB] < —8dB
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9 Frequenzkennlinienverfahren fiir den
Reglerentwurf

In der Literatur wird dieses Verfahren auch als dynamische Korrektur von Regelkreisen
bezeichnet.

Die folgenden Betrachtungen gelten sowohl fiir das Fithrungsverhalten wie fiir das Storver-
halten des Regelkreises. Hier soll das Fiihrungsverhalten fiir den Standardregelkreis ndher
untersucht werden.

Standardregelkreis ohne Storgrofe:

Gr(s) Gs(s)

Riickwartszweig

Die Ausdriicke fiir die RegelgroBe y(t) und die Regelabweichung e(t) lauten im Bildbe-
reich:
Go(S) 1
Y(s)=——"— W E(s)=——7~1——-W
()= T W) B = 1 W)
Setzt sich die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises Go(s) nur aus in Serie geschalte-

ten rationalen Gliedern von héchstens 2. Ordnung und einem Totzeitglied zusammen, so
daf gilt

v [1+i}-[1+i}-...-[1+—w21s+ o ]-[1+—2D22s+ o ]

Go(s):— . wz1 wz2 woz1 “oz1 woz2 Wi 79 i
s4 s |. s . . 2D N1 s2 . 2D N9 s2 .
L+ i) e e sy 2

Z
o(5) e T V>0

= =0,1,2 T, >0 , Grad Z Grad N
NQ(S) ) , 4 5 - ) t — ) ra 0(3)< ra 0(8) )

so lassen sich die logarithmischen Frequenzkennlinien des offenen Kreises leicht konstru-
ieren. Meist geniigt die Approximation der Frequenzkennlinien.

AuBerdem kann dieses Modell auf dem Analog—/Digitalrechner gut nachgebildet und der
Frequenzgang aufgezeichnet werden.

Die am Anfang der Vorlesung genannten Forderungen an eine Regelung sollen jetzt wei-
ter prizisiert und als Entwurfskriterium im Frequenzbereich herangezogen werden. Dabei
zielt das Entwurfsprinzip auf eine praktische Realisierbarkeit ab, wodurch sich gewisse
Abweichungen von der scheinbar besten Losung ergeben.
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9.1 Forderungen an den geschlossenen Kreis

Forderung 1: Der Regelkreis muj$ stabil sein.

Diese Forderung ist selbstverstandlich und bereits hinreichend diskutiert.

Forderung 2: Der Regelkreis muf§ eine bestimmte stationdre Genauigkeit aufweisen.

Mit der angegebenen Ubertragungsfunktion des offenen Kreises Gy(s) folgt fiir die stati-
sche Regelabweichung e, bei einem Fiithrungssprung w(t) = o(t) wegen L{o(t)} =1/s :

1
1 1 —— fir ¢=0
eoo—hme =lims-F(s)=lms —— - — = 1+V _
Hi (t) S50 (s) =0 1+ Go(s) s . o ((]P:\{eghalten)
(I-bzw. Doppel-
I-Verhalten)
Ergebnis:

Hinreichende stationére Genauigkeit des Fiihrungsverhaltens ist nur dann gewéhrleistet,
wenn der offene Kreis ein I-Glied enthélt oder seine Kreisverstiarkung V' geniigend grofl
ist.

Folgerungen aus der 2. Forderung:

Fiir typische Frequenzkennlinien des nicht korrigierten offenen Kreises (durchgezogene
Kurven) ist das Verhalten des geschlossenen Kreises bei Einfiigen eines [-Gliedes bzw. bei
Erhohung der Kreisverstarkung V' im folgenden skizziert.

(1) Einfiigen eines I-Gliedes:

e Die Phase wird um —m/2 gesenkt. A(W)ar) 4 - mit I-Glied
e Das Absenken der Phase bringt eine Ten- \
denz zur Instabilitdt mit sich. \
(Im Beispiel sinkt die Phase unter ¢ = —m 0 wp T\
ab, wenn gleiches wp verlangt ist.) d(w) l
0 \
—TT -~ z {
(2) Erh6hung der Kreisverstirkung V: S-x2
e Die Durchtrittsfrequenz wp wird vergroflert.  A(w)us 4 B m1t erhéhtem V'
e Die Vergroferung der Durchtrittsfrequenz ‘
bringt ebenfalls eine Tendenz zur Instabi- —\ N\WDo
litdt mit sich. 0 wp T\ o
(Im Beispiel ist die Phase bei wp unter H(w) |
¢ = —7 abgesunken.) 0 \I\ *
| w
—T
or/ —

Sowohl das Einfiigen eines I-Gliedes als auch die Erhchung der Kreisverstarkung V' im
offenen Kreis bringen eine Tendenz zur Instabilitét des geschlossenen Kreises mit sich.
Die Forderungen 1 und 2 sind gegensétzlich. Ein Kompromif$ ist notwendig.
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Der zuvor erwdhnte Kompromif§ aus den ersten beiden Forderungen muf die Stabilitat des
geschlossenen Regelkreises sicherstellen. Dariiber hinaus verlangen wir aber noch eine ge-
wisse Stabilitdtsgiite. Sie kommt in zwei weiteren Forderungen, die anschlielend genannt
sind, zum Ausdruck. Beim Reglerentwurf sollen diese weiteren Forderungen gleich mit
eingearbeitet werden.

Forderung 3: Der Regelkreis muf§ gentigend gedampft sein.

Frage: Wie kann man aus den Frequenzkennlinien des offenen Kreises auf die Dadmp-
fung des geschlossenen Kreises schlieflen?

Die Antwort wurde bei der Diskussion des NYQUIST—Kriteriums in der Frequenzkenn-
liniendarstellung gegeben: Der Einschwingvorgang des geschlossenen Kreises wird hinrei-
chend geddmpft verlaufen, wenn die Ortskurve des offenen Kreises G (jw) nur weit genug
vom kritischen Punkt C'(—1, j-0) entfernt ist. Dafiir ist aber die Phasenreserve ¢g ein
geeignetes Mafl.

qg=0 g=1 q=2
C C C
-1 -1 ~ o5 —1
PR PR
wp Goljw) Go(jw)
0 op o
Go(jw)

Damit die Ortskurve aber auflerhalb und innerhalb des Einheitskreises nicht zu nahe an
den kritischen Punkt C' heranriickt, wird verlangt, daf der Betrag |G (jw)| bis zur Durch-
trittsfrequenz wp und noch dariiber hinaus mdéglichst rasch abnimmt. Man gelangt so zu
der folgenden Regel.

Regel:
(1) Es sollen die Voraussetzungen des NYQUIST-Kriteriums gelten.

(2) Die Amplitudenkennlinie von Gy(jw) soll in einer nicht zu kleinen Umgebung der
Durchtrittsfrequenz wp ein Gefélle von 20 dB/Dekade besitzen.

(3) Die Phasenreserve ¢p sollte nicht unter 40° sinken.
Fiir 50° < ¢r < 70° darf ein brauchbarer Einschwingvorgang fiir das Fiihrungs-
verhalten erwartet werden. Fiir 80° < ¢r < 90° verlduft der Einschwingvorgang
aperiodisch.

(4) Ist das Fiithrungsverhalten gentigend gedampft, so darf auch das Storverhalten als
geniigend gedampft angesehen werden.

(5) Fiir das Storverhalten allein reicht im allgemeinen eine Phasenreserve von ¢g = 30°
aus.
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Erfiilllung der Forderungen 1, 2 und 3:

Man legt in den Vorwértszweig des Regelkreises ein [-Glied mit geniigend kleiner Ver-
starkung Kg.

Dieses Korrekturverfahren ist im folgenden fiir typische Verlaufe skizziert. Es sei Gg(jw)
der Frequenzgang der Strecke vor der Korrektur und Gr(jw) der Frequenzgang des Kor-
rekturgliedes (Regler), also Gr(jw) = Kgr/(jw) .

Vor der Korrektur Gs(jw):
e Frequenzkennlinien Ag(w) und ¢g(w)
e Durchtrittsfrequenz wpg A(w)as

Korrektur Gr(jw):

e Fiir die Durchtrittsfrequenz wpgr
gllt WDR = KR .

e wppr mufd weit genug links von den
Knickfrequenzen von Gg(jw) lie-
gen.

Dadurch wird die Amplituden-
kennlinie von Gg(jw) erheblich
gesenkt.

Nach der Korrektur Gy(jw) : PR.0
e Frequenzkennlinien Ayp(w) und ¢g(w) \/Cb )
olw

e Durchtrittsfrequenz wp

Ergebnis:

(1) Die Phasenreserve ¢r o nach der Korrektur ist gentigend grofi geworden
(Forderungen 1 und 3).

(2) Das I-Glied garantiert die stationire Genauigkeit (Forderung 2).

Nachteil als Folge des Korrekturgliedes:

Die Durchtrittsfrequenz des korrigierten Regelkreises wp ist durch das Einfiigen des I-
Gliedes wesentlich verkleinert worden. Die Folge davon ist, daf§ der Regelkreis sehr lang-
sam geworden ist. Dies ist aber unerwiinscht. Wir gelangen so zur zweiten Forderung an
die Stabilitéatsgiite.

Forderung 4: Der Regelkreis muf§ hinreichend schnell sein.

Folgerung aus der 4. Forderung:

Macht man den Regelkreis schnell, verlegt also die Durchtrittsfrequenz nach rechts, so
gelangt man in den Bereich stark fallender Phase. Damit schrumpft die Phasenreserve.
Die Forderungen 3 und 4 sind also gegensétzlich; ein Kompromif ist notwendig.

Im folgenden werden einige Méglichkeiten angegeben, um allen Forderungen 1 bis 4 ge-
recht zu werden.
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9.2 Einfiigen von Korrekturgliedern

Die zuvor angegebenen Forderungen charakterisieren das Syntheseproblem beim Regler-
entwurf. Die Aufgabe lautet:

Der Regelkreis soll bei einer bestimmten stationidren Genauigkeit (Forderung 2) und hin-
reichender Schnelligkeit (Forderung 4) stabil (Forderung 1) und geniigend gedampft (For-
derung 3) ausgelegt werden.

Die Losung dieses Problems erfolgt durch Einfiigen von Korrekturgliedern (Reglern). Im
folgenden sind einige Moglichkeiten aufgezeigt.

1. Moglichkeit: Senken der Betragskennlinie

Hierdurch wird die Durchtrittsfrequenz nach links verlegt. Es wird Stabilitdt und Pha-
senreserve erzeugt. Darauf zu achten ist, dafl der Regelkreis nicht zu langsam wird.

A(w)aB)

Realisierung: PIRelgler \ Lo
| T

GR(S):KR-{H S E— T
T[ )
1 + T . K ¢(w) 1 Approximation
Grljw) = Vo — 2 vp=2F 0 N .
Jw T;

2. Moglichkeit: Anheben der Phasenkennlinie

Bei annédhernd fester Durchtrittsfrequenz wird die Phase angehoben. Dadurch erhélt man
Stabilitdt und Phasenreserve. A(w)as)

Realisierung: PD-Regler 0 i /
GR(S) = KR(l —+ TD . S) —————
GR(jw) :KR(1+TDjw) 5 /__%———

3. Moglichkeit: Kombination der 1. und 2. Mdglichkeit

Senken der Betragskennlinie und Anheben der Phasenkennlinie in zwei verschiedenen
w—Bereichen.

A(w)am VeT
RLT
Realisierung: PID-Regler
1 o H\&//
GR(S):KR ]_—'-T S+TD.S 0\\{" _____ _i/\e -
iR
] Kgr [1 + Ty - Jjw + Ty -Th (ju))Q] Approximation
Grliv) = =2 . o(w)
Bei Verwendung der Darstellung 0 N 4T
/’/ 1 w
14T jw)- (14155 b om
GR(]W) — VR . ( + 1 jw) ( + 2 jw) ’ Tl > T2 I -
Jw 2
lauten die Zusammenhénge
K
Vi="r , T-Th=T,-Tp , Ti+T=T

= TI 5
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Vorgehen beim Reglerentwurf

Bei der Diskussion der Forderungen an eine Regelung zeigte sich: Versucht man, den Re-
gelkreis durch Erhohen der Kreisverstirkung (Verschieben der Durchtrittsfrequenz nach
rechts) schneller zu machen, so gerdt man in den Bereich stark fallender Phase, die Pha-
senreserve sinkt, die Dadmpfung wird schlechter, die Regelung kann instabil werden.

Damit jedoch die Regelung schneller gemacht werden kann, mufl zunéchst der Frequenz-
bereich, in dem die Phasenkennlinie sich der Linie —180° néhert, moglichst weit nach
rechts (zu den hohen Frequenzen hin) verschoben werden.

Ist zur Vermeidung einer bleibenden Regelabweichung ein I-Anteil vorhanden, beginnt die
Phasenkennlinie bereits mit —90° . Damit nédhert sich im Bereich der kleinsten Nenner—
Eckfrequenz der Strecke — ihr entspricht die grdfite Streckenzeitkonstante — die Phasen-
kennlinie aber schon der Linie —180° .

(Als Folge einer grofien Totzeit kann dies auch bei noch kleineren Frequenzen passieren.)

Das bekannteste Regler—Entwurfsverfahren basiert nun darauf, mit Hilfe der eingefiihr-
ten Korrekturglieder die grofite(n) Streckenzeitkonstante(n) zu kompensieren. Dabei geht
man schrittweise folgendermaflen vor:

Schritt 1: [-Anteil in den offenen Kreis einfiigen, falls dieser nicht schon in der
Strecke vorhanden ist. (Dies gilt fiir den Fall, dafl zwischen Regler und
Strecke keine Storgrofie angreift.)

Schritt 2: Die grofite(n) Streckenzeitkonstante(n) durch entsprechende Wahl der
Regler—Eckfrequenz(en) kompensieren.

Schritt 3: Bode-Diagramm des offenen Kreises fiir Kreisverstarkung V' = 1 zeich-
nen.

Schritt 4: Die durch die gewiinschte Phasenreserve bestimmte Durchtrittsfre-
quenz wp ablesen.

Schritt 5: Die 0-dB-Linie aus Schritt 3 anheben oder absenken, bis sie bei wp
nach Schritt 4 die bisherige Amplitudenkennlinie schneidet. Dies ist
die neue 0-dB-Linie. Damit ist die Kreisverstirkung (und damit die
Reglerverstarkung) bestimmt.
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Beispiel fiir den Reglerentwurf:

Fiir den nachfolgend skizzierten Standardregelkreis soll ein PI-Regler so ausgelegt werden,
dafB sich eine Phasenreserve von ¢r = 30° ergibt.

Regler Strecke
A AL
I N N
W +- Ve . LTrs 1 0,1 1 Y
T_ R s 1+10-s T+5s T+2s

Die Nenner—Eckfrequenzen bzw. Streckenzeitkonstanten ergeben sich zu:
T'=10 — wp1=0.1; T5=5 — wpe=02; T3=2 — wyz=0.5
Es wird nun nach dem zuvor angegebenen Schema vorgegangen.
Schritt 1: Entfillt, da bereits ein [-Anteil im Regler enthalten ist.

Schritt 2: Die Kompensation der grofiten Streckenzeitkonstanten fiihrt auf
Ty =T = 10. Setzt man noch V = 0.1 - Vi, so lautet die Ubertragungs-
funktion des offenen Kreises

v 1
GO(S):?(HO%)-(H%)

Schritt 3: Nachfolgend ist das Bode-Diagramm fiir die Verstirkung V' = 1 darge-

stellt.
A(“’)[dB] 20 /— _
12 : —_T — neue 0—dB-Linie

5 12.5q48 =~

0

5 wp=0.17 |wp=0.2

-10 —

-15 —

-20 =

w

Schritt 4: Die gewiinschte Phasenreserve ¢ = 30° fiihrt auf die Durchtrittsfrequenz
Wp = 0.17

Schritt 5: Dem Bode-Diagramm fiir die Amplitude entnimmt man, dafl die Am-
plitudenkennlinie um ca. 12.5dB abgesenkt werden mufl bzw. die alte
0—dB-Linie um 12.5dB angehoben werden muf.

Aus Vigg) = —12.5dB folgt V = 0.24 und damit Vi = 2.4 .

Als Regleriibertragungsfunktion erhélt man somit

1+10-
Gr(s) =24 . —1 2%
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9.3 Realisierbarkeit von Korrekturgliedern

Theoretisch konnte man durch ein entsprechendes Korrekturglied beliebig viele Strecken-
zeitkonstanten kompensieren und dadurch die Durchtrittsfrequenz beliebig weit nach
rechts schieben, wodurch der Regelkreis beliebig schnell gemacht werden koénnte.

Ein solches Korrekturglied ist aber nicht realisierbar, weil sein Zahlergrad grofler als der
Nennergrad wire. (Dies ist auch schon beim idealen PD— und PID-Regler der Fall.)

Es ist aber auch nicht wiinschenswert, die Durchtrittsfrequenz zu weit nach rechts zu
schieben, da dann hochfrequente Storanteile nicht mehr geniigend gedampft werden.

Bei realen Korrekturgliedern ist der Nennergrad nie kleiner als der Zéhlergrad. Dies wird
erreicht durch Einfiigen von zusétzlichen Nenner—Zeitkonstanten. Sie werden so gewéhlt,
daB die entsprechenden Eckfrequenzen rechts der Durchtrittsfrequenz liegen. Die dadurch
verursachte zusétzliche Phasenabsenkung hat damit praktisch keinen Einflufl auf die Sta-
bilitdt des geschlossenen Regelkreises.

In der Praxis am weitesten verbreitet sind der PI-Regler und der PIDT;-Regler, auch
yrealer PID-Regler” genannt. Sein Frequenzgang lautet:

. Kp (14T -jw) - (1+Ty-j ,
GR(JUJ)Z—.R'( 1 jw) - ( -2 j) mit Ty <11, Tp
Jw 1+Ty - jw

Nachfolgend sind die Frequenzkennlinien des realen PID-Reglers und des idealen PID-
Reglers (T = 0) skizziert. Fiir die Skizze wurde 177 > T gewéhlt.

A(W)[dB]
/
1 1
T1 T
1 w
Tn
P(w)
il o
2 1 \
o]
| 1 1 w
-z L T TN

— — — Idealer PID-Regler (Ty = 0)
—— Realer PID-Regler (T # 0)

In der Skizze sind jeweils nur die Approximationen dargestellt.
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10 Einstellregeln nach ZIEGLER-NICHOLS

Zahlreiche Regelstrecken lassen sich als Reihenschaltung von Verzégerungsgliedern oder
eines Verzogerungsgliedes 1. Ordnung und einer Totzeit beschreiben. (Bei verfahrenstech-
nischen Strecken ist dies hiufig der Fall.). Fiir diesen Streckentyp wurden von ZIEGLER
und NICHOLS auf empirische Weise Einstellregeln fiir P—, PI- und PID-Regler entwickelt,

die einen miBig geddmpften, nicht allzu langsamen Einschwingvorgang des Regelkreises
erwarten lassen.

Diese Einstellregeln sind fiir die Praxis von grofler Bedeutung. Mit ihnen 148t sich auf sehr
einfache Weise eine erste Reglereinstellung berechnen, um zunéchst einmal die Gréflen-
ordnung der einzustellenden Reglerparameter zu ermitteln. In vielen Féllen liefert diese
erste Einstellung schon befriedigende Ergebnisse.

Vorgehen zur Bestimmung der Einstellwerte:

Schritt 1: Man betreibe den Regelkreis zundchst mit einem idealen P-Regler und
bestimme (experimentell oder rechnerisch)

(a) die Reglereinstellung Kr = Kgi an der Stabilitdtsgrenze,

(b) die Schwingungsdauer T} der an der Stabilititsgrenze einsetzenden
Dauerschwingung.

Schritt 2: Man stelle ein
(a) fiir den idealen P-Regler Gr(s) = Kgr
Kr=0,5-Kpr

1
(b) fiir den idealen PI-Regler Gg(s) = Kg - {1 + T }
I1°S

KR:O,45~KRk 3 T[:O,85Tk y

(c) fiir den idealen PID-Regler Gg(s) = Kg - {1 + +Tp - s]

T]'S
KR:O,6'KRk ; T]:0,5Tk ; TD:O,12Tk

Beispiel:

+ 1 Y
T_ Gr(s) (1+T1-s)°

Schritt 1: Rechnerisch aus der charakteristischen Gleichung T3 -s®+3T7-s2+3T)-s+1+Kp = 0
(a) 371 -3TF — (1+ Kgi) - T =0 — Kpp=38

T 2 2
311 Hwkzﬁ bzw. Tk:—ﬂ iy

T T Wi V3
Schritt 2: (a) P-Regler: Kr=4 .

(b) PI-Regler: Kr=3,6 , Ty =3,1T1

(c) PID-Regler: Kp =4,8 , Ty =1,8Ty , Tp =0,4T)

(b) w? = Ty =3,6-T,
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11 Wurzelortskurvenverfahren

e Ebenfalls ein Analyse— und Syntheseverfahren fiir den Entwurf linearer Regelkreise.

e Gedanke (dhnlich wie beim NYQUIST-Verfahren):
Man mochte von den bekannten Eigenschaften des offenen Kreises auf das noch unbe-
kannte Verhalten des geschlossenen Kreises schlieflen.

e Im Gegensatz zum NYQUIST—Verfahren bleiben wir in der s—Ebene.

11.1 Einfithrendes Beispiel

e Wir betrachten den folgenden Regelkreis:

Kg, T fest vorgegeben

T— s (1+Th-s) Kpg frei wihlbar

e Ubertragungsfunktion des offenen Kreises in faktorisierter Form:

1 KrKg 1 1
o(s) BESs(1 + Tys) T os(s+ ) Os(s—k%)
KrK
Ky = ; 5 >0 heiBt modifizierter Verstirkungsfaktor
1

e Wir halten fest: Go(s) enthélt den freien (reellen) Parameter Ky

Go(s)
1+ Go(S)

e Frage: Wie hingen die Pole des geschlossenen Kreises G(s) = und damit

sein Stabilitatsverhalten von K, ab?

e Antwort: Man untersuche die charakteristische Gleichung des geschlossenen Kreises
1 + Go(s) = 0 und zwar deren Wurzeln in Abhéngigkeit von Kj.

K
Mit 77 = 0,5 wird Go(s) = 3(3—1?2) und aus 1+ Gy(s) = 0 folgt die
charakteristische Gleichung s 4 2s + Ky = 0 und man erhilt fiir die Pole
des geschlossenen Kreises

81’2:—1:|:\/]_—K0



Grundlagen der Regelungstechnik Blatt V 87

Fallunterscheidungen: (K, > 0)

Koy=0 — s1 =0, s, = —2 Beachte: Dies sind genau die Pole des offe-
nen Kreises.
0< Ky<1 — s, Sy reell und verschieden

Ko=1 — s; =58y =—1 Doppelwurzel

Koy >1 — 51, sy konjugiert komplexes Paar

e Jetzt: Wir zeichnen uns den geometrischen Ort der Wurzeln der charakteristischen
Gleichung des geschlossenen Kreises in der s—Ebene auf, wenn der freie
Parameter Ky von Ky = 0 bis Ky — oo variiert wird. Dieser geometrische
Ort heiBBt Wurzelortskurve (WOK).

Ko — o0 J-w
WOK e O,
A
= 1
1< Kg < oo
Ko=0 Ko=1
Ko=0
0<Kp<l1 0< Kp<1
—2 -1 )
1<KO<OO — -1
>< Pole des offenen Kreises
Y
= -2
Ko — o0

Ergebnis: e Die WOK gibt auf einen Blick Auskunft iiber das Stabilitdtsverhalten des
geschlossenen Kreises.

e Fiir Ky > 0 ist der geschlossene Kreis asymptotisch stabil, da die WOK
vollsténdig in der linken s—Halbebene verlduft.

o Hiir K = 0 erhélt man die beiden Pole des offenen Kreises. Von den 2 Polen
gehen 2 Aste der WOK aus.

e Fiir Ky — oo ergeben sich 2 Asymptoten.

e Die WOK ist symmetrisch zur reellen Achse.
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11.2 Allgemeiner Fall und Definition der
Wurzelortskurve (WOK)

Ausgangspunkt ist die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises (ohne Totzeit) in fakto-
risierter Form

Zo(s)
NQ(S)

(s —n1)(s—mn2)...(s —npy)
(s =p1)(s =p2) - (s = pn)

G()(S) = K() . = K() :
mit
Ky >0 modifizierter Verstdarkungsfaktor , m < n (reale Systeme),

n,#p, (p=1,....m;v=1...,n).

Symbolik in der s—Ebene:

x Pole des offenen Kreises

o Nullstellen des offenen Kreises

Definition der Wurzelortskurve: (vgl. Beispiel)

e Die Wurzelortskurve (WOK) ist der geometrische Ort aller Wurzeln der charakteristi-
schen Gleichung

N()(S) + K() : ZQ(S) =0 s

wenn der Parameter Ky von Ky = 0 bis Ky — oo variiert wird.

oder

e Die WOK ist der geometrische Ort der Pole des geschlossenen Kreises.
(Wurzeln der charakteristischen Gleichung = Pole des geschlossenen Kreises)

Bemerkungen:

1. Wird anstelle von Ky ein anderer Parameter variiert (etwa eine Zeitkonstante von
Go(s)), so entsteht ebenfalls eine WOK. Man spricht dann vom verallgemeinerten
WOK-Verfahren (wird im folgenden nicht betrachtet).

2. Die analytische Berechnung der WOK ist nur bis zu n < 3 praktikabel.
Alternativen:

e Wiederholte numerische Berechnung der Wurzeln mittels Rechnerprogramm.
e Halbanalytisches Verfahren zur Konstruktion der WOK (siche Abschnitt 11.3).

3. Das WOK—Verfahren gilt prinzipiell auch fiir Systeme mit Totzeit. Die Anwendbar-
keit des Verfahrens wird jedoch recht umsténdlich.
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11.3 Halbanalytisches Verfahren zur Konstruktion von
Wurzelortskurven

Gleichung und Eigenschaften der Wurzelortskurve:
Aus der charakteristischen Gleichung des geschlossenen Kreises 1 + Gg(s) = 0 bzw.
Go(s) = —1
folgt:
Betragsgleichung: | Go(s) |=1
Phasengleichung: arg[Go(s)] = £(2k+ 1)m, k=0,1,2,...
(ungerade Vielfache von £7)

Umschreiben der Darstellung in faktorisierter Form:

|3_n1|.€j¢n1.|S_n2|.€j¢n2“'|8_nm|.€j¢nm

Go(s) = K . . ,
O() 0 |8_p1‘.€]¢p1.|8_p2‘.€]¢p2...‘s_pn|.ej¢1>n

Daraus folgen

=

|5_pu|

=
I
<
I
iR

Betragsgleichung: (fiir m = 0 wird der Nenner = 1 gesetzt)

—3
o
|
S
=

=
Il
—

und

Phasengleichung;: Yo bn, — 2 by, =R+ 1)1, E=0,1,2,...
pn=1 v=1

Ergebnis:

e Die Phasengleichung ist unabhéngig von dem Parameter K,. Damit gilt:
Durch die Phasengleichung ist die WOK vollsténdig definiert.

e Aus der Betragsgleichung folgt fiir jedes s auf der WOK der zugehorige Verstirkungs-
faktor K.
e Fiir Ky = 0 erhilt man die Pole des offenen Kreises.

e Fiir Ky — oo erhélt man die Nullstellen des offenen Kreises. (Die WOK beginnt in den
Polen und endet in den Nullstellen des offenen Kreises.)

e Die WOK hat fiir Ky — oo genau n — m Asymptoten.

Auswertung der Betrags— und Phasengleichung fiir das Beispiel:

Pole des offenen Kreises: p;1 =0, py=—2
Nullstellen des offenen Kreises: keine

Betrag: Ko=|s—pi|-|s—p2]

Phase:  —¢p — ¢pp = £, £371

Wihlt man beispielsweise s = —1 + 27, so ergibt sich der Verstarkungsfaktor
Ko=| =14+2j|-|(=1+25)+2|=+5-+5 = 5. Man bestitigt fiir diesen Punkt der
WOK die Phasenbeziechung —¢,1 — ¢p2 = —7
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11.4 Regeln fiir die Konstruktion von Wurzelortskurven

(nach EVANS 1950)

Bezeichnungen: Ubertragungsfunktion des offenen Kreises
Zo(s)
G = K- Ko >0
o(s) 0 No(s) ’ 0

in faktorisierter Form:

4T—_ Go(s)
(s —mnyu)

1
Gol(s) = Ko - 122
1/1;[1

(s —pv)

Darstellung mit Hilfe von Betrag und Phase:

—3

L | §—ny | m n
Go(s) =Ko, exp {j : [Z P,y — Z%] }
H | S —Pv | n=1 v=1
v=1
Regeln:
Nr. Eigenschaft Verlauf der WOK
1 Symmetrie Die WOK ist symmetrisch zur reellen Achse
2 Anfangs— und End- Alle Aste beginnen fiir Ko = 0 in den Polen
punkte von Go(s) , m Aste enden fir Ky — oo in
) den Nullstellen von Go(s) . )
Zahl der Aste Die WOK besteht aus n Asten, (n—m) Aste
enden im Unendlichen.
3 Lage auf der reellen Ein Punkt der reellen Achse gehort genau

Achse dann zur WOK, wenn die Summe der rechts
von ihm gelegenen Pole und Nullstellen von
Go(s) ungerade ist.
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Nr. Eigenschaft Verlauf der WOK
4 Asymptoten Fiir grofie s strebt die WOK den (n — m)
jow Asymptoten zu.
.7 Zur reellen Achse bilden sie den Winkel
/
/ 7T
ok = 2k—=1) ——  k=1,2,... ,n—
//\Gf)oo,k Doc.k ( ) n—m nem
‘ 03 5
Wurzelschwerpunkt Die Asymptoten schneiden sich auf der reel-
(0s,7-0) len Achse im sog. Wurzelschwerpunkt
1 n m
0g = —
s=——— 1> Re{pn}—) Re{n}
v=1 pn=1
5) Eintrittswinkel ¢g , Die WOK miindet in eine Nullstelle n,, (Viel-
fachheit p) unter dem Winkel
popu=Ck+1m+ 3 dp— > dnr
und v=1 A1
AFp
p=1....m ; k=0,....p—1
Austrittswinkel ¢4, Die WOK verlafit einen Pol p, (Vielfachheit
p) unter dem Winkel
p'(bA,z/ = _(2k+1)7+ Z ¢nu_ Z (bp)\ )
w=l A=1
AFAv
v=1,....,n ; k=0,....,p—1
6 Verzweigungspunkt Die WOK besitzt mindestens einen Verzwei-

(0v,j - 0) auf der reel-
len Achse

gungspunkt (Vereinigungspunkt), wenn ein
Ast der WOK auf der reellen Achse zwischen
zwei Polen (Nullstellen) verlduft.

Dieser reelle Punkt (dy,j - 0) geniigt der
Bedingung;:

" 1 “ 1
;5V_nu_;5\/—py

Besitzt die WOK im Verzweigungspunkt nur
zwei Aste, so bilden diese Aste mit der reel-

len Achse die Winkel j:g.

(Fiir m = 0 ist der entsprechende Summen-
term gleich Null zu setzen.)
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Nr. Eigenschaft Verlauf der WOK
7 Schnitt mit der ima- Die Stabilitdtsgrenze (Schnittpunkt der
gindren Achse (liefert WOK mit der imaginédren Achse) erhélt
Wirit und Ko grit) man aus

N()(ju)) + KQ . Zo(ju)) =0
Daraus folgen zwei reelle Gleichungen fiir
w=wgrg und Ko = Ko

(vgl. HURWITZ-Kriterium)

8 Belegung mit Zum Punkt s der WOK gehort der Ky
Ky—Werten Wert
IT[s—p
KO — 1/;1
I [s—nul

ki
L

(fiir m = 0 besitzt der Nenner den Wert 1)

9 Summe der Realteile Fir n — m > 2 ist die Summe der Re-
alteile aller Wurzelorte konstant (also un-
abhéngig von Kj), d.h.

> Re{s,} = const , wobei Gy(s,) +1=0
v=1

10 Potentialanalogie Die Pole seien negative Ladungstrager, die
Nullstellen seien positive Ladungstrager,
samtliche Ladungen seien gleich grof.

Die WOK kann dann als Bahnkurve eines
masselosen negativ geladenen Teilchens in-
terpretiert werden.

Hinweis:

Eine ausfiihrliche Zusammenstellung der wichtigsten Wurzelortskurven findet man in:
W. Oppelt, Kleines Handbuch technischer Regelvorgéinge, Verlag Chemie, Weinheim,
1972, Kap. V, Abschnitt 34.

Um Ubereinstimmung mit den Bezeichnungen der Vorlesung zu erhalten, ist zu setzen:

p=s,—Fy(p) = Go(s) , —ho(t) = h(t)
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A.1 Regeln fiir das Rechnen mit )-Funktionen
1. Addition
a) ad(t) + bd(t) = (a + b)i(t) (1a)
(a, b Konstanten)
b)) ad®() + b5D() = (a+b)sD(t) (1b)
2. Differentiation
a) 00(t) = d—ié(t) i =0,1,2
dt ) ) Ly Ly e
d
b) %a(t) = 4(t)
c¢) Die Beziehung
Kio(t) + Ko 6(t) + Ks(t) + ... + K, 6 2(t) = 0
ist genau dann erfiillt, wenn K; = 0 fiir alle ¢« = 1, ..., m gilt.
3. Multiplikation
a) f@) o) = f(0)4d(t), f(t) stetigin t = 0 F)
b) ()8t —to) = f(to) 8t —to) | £(t) stetigin ¢ = t,
d .
o) Z[f@®))] = f0)d) (nach 3a))
= f(t)6(t) + f(t)o(t) (Kettenregel)
Daraus folgt :
d) F)8(t) = f(0)d(t) — f(0)8(t),  f(t) stetigin ¢ = 0

+) Hierfiir wird meist die Bezeichnung “Ausblendeigenschaft der 6-Funktion”

verwendet.
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4. Integral
a) :f5(t—to) dt = { (1] 221;18;51 <ty < ty (40)
b) _j o(r)ydr = ot) (4D)
5. Faltung
W T S0y = -7 dr) dr
= f(t) * 4(t)
= o(t) * f(t)
= f(t)
b) fO) * o(t) = §(t) = fO(1)
= fO) , fO(t) stetigint = 7
C) f(t) * 5(t—t0) = f(t—to) +)
d) f(t) * o(t) = o(t) = f(t)
= _f; f(r) dr

0 sonst

e) :ff(t_T)g(T)dT _ {f(t) fir ¢, < t < t

+) Hierfiir wird meist die Bezeichnung “Ausblendeigenschaft der §-Funktion”
verwendet.



System| Differentialgleichung Ubergangsfunktion Gewichtsfunktion Pole (x) und Bemer—
(Sprungantwort) (Impulsantwort) Nullstellen (o) kungen
h(t) = K-o(t) g(t) = K-6(t)
nicht
h(t) 9(t) ganz
t) =K t
P y(t) u(?) K ” ideal
’ reali-
‘ sierbar
g(t) = % e T -o(t) s = —Til
. (t) w
PT]_ Ty gy +y=K-u(t) Q%K j .
\
g '
T - y™ 4+ T+ keine allgemeine Aussage moglich
+T-g+y = K-u(t)
PTn spezielle Abschétzungen fiir sehr kleine und sehr grofle t
fiir asymptotisch stabile Systeme ( fiir u(t) = o(t))
t—=0: T -y"(t) = K-o(t) = ho(t) = -5 go(t):T—[i'(t,(lrfll)). t—=10
t — oo: y(t) = K-o(t) = hoo(t) = K goo(t) = 0 t — 00
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System | Differential- Ubergangsfunktion Gewichtsfunktion Pole (x) und | Bemer—
gleichung (Sprungantwort) (Impulsantwort) Nullstellen (o) | kungen
T2.ij+2-D-T-j+y = h(t) = K-(1 — coswot) -o(t) g(t) = K-wp - sinwpt -o(t) $19 = Ejwy
K -u(t) g(t) vt ®
mit wy = % , KWOI/\ ”””” /\ ”””””
=~ Du, \VARVA :

PT, | =wvT-D? I D=0

g(t) = KEELeSsinwt - o(t) | 510 =6 £ jw
g(t), ffd ®
J
X
— a 0<D<1
g(t) = Kwo?-t-e “ot.g(t) 51,2 - —Wo
Jjw
g(t), ®
Kuwo |
i 5
t D=1
T22 y—|—T1 y—|—y g(t):KdZE)@zeJtSinha)t'U(t) S12 = 0+ @
:‘ K-u t)l jw ®
mit wy = 7, h]((t) 777777777777777777 ()
D- 4. I~ s
‘ t ‘ + D>1
w=wyvD? -1
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System | Differentialgleichung Ubergangsfunktion Gewichtsfunktion Pole (x) und | Bemer—

(Sprungantwort) (Impulsantwort) Nullstellen (o) | kungen
h(t) = Kr-t-o(t) g(t) = K;-o(t) _ Fiir die
h(®) . r o ® Ubergangs-
g(t
¢ :
I y(t) = K;-f u(1)-dr ‘ K s funktionen
0 1K1
\ von
‘ 1 t t
[-Gliedern
gilt:
ht) = K& — 1) +e To(t)
h(t Jw @
t
ITl Ti-9+y = K; [u(T)dr |h(t)]— o0
’ 0 fiir t = oo
KTy = t
spezielle Ndherung fiir sehr kleine und sehr grofle t
(fiir u(t) = o(t))
¢
t—)O:Tl-y(t):KI-JO(T)dT:KI-t—)hO(t)ZQKTIl-tz go(t) = -t t—0
t—00: h(t) = hol(t) = Kr-(t = T7) Io(t) = K; t — o0
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System | Differentialgleichung Ubergangsfunktion Gewichtsfunktion Pole (x) und | Bemer—
(Sprungantwort) (Impulsantwort) Nullstellen (o) | kungen
h(t) = Tpo(t) g(t) = Tp(t)
Ideale
hi) y 9(1) jot @ | D-Glieder
: kénnen tech-
D | yt)=Tvu(t)
0 nisch nicht
’“ 13 realisiert
werden
h(t) = Le Tio(t) 9(t) = — T8 T a(t) + F2()
jw nicht ganz
DT At o0 ©
1 . . X« idea
Ty +y =Tpu(t) vy :
\ d reali-
\\ T
‘ T K | A t sierbar
T
h(t) = K(1+ £)o(t) g(t) = ro(t) + Ko(t)
h(ty 9(t) jw ® nicht ganz
y(t) = K(u(t) + 7; [u(r)dr) | ideal
0 K
7 ) i
PI T = ,Nachstellzeit* o - reali
7 sierbar

IUYD)SSUN[OGFOY IOp UOSR[PUNLIY)
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System

Differentialgleichung

Ubergangsfunktion
(Sprungantwort)

Gewichtsfunktion

(Impulsantwort)

Pole (x) und
Nullstellen (o)

Bemer—

kungen

PI'Ty

Tw+y=

K(ut) + 2+ bfu(T)dT)

h(t)=K [1 i (T —1)67%1] a(t)

h(t)

9(t)= £ [1+(§—{ fl)e_TLl]U(t)

)

I 2

J

©

Zeich-
nungen
fir

T, > 1T

PD

y(t) = K (u(t)+Tpult))
Tp = ,, Vorhaltzeit “

J

©

T

reiner
D-Anteil
nicht
ideal
realisier—

bar

PDTy

Ty+y=
K (u(t) + Tpult))

J

nicht
ganz
ideal
realisier-

bar
Tp > 1T

J

J@ m‘@

Tp <1}
wird auch
als
PP-Glied

bezeich-
net

IUYD)SSUN[OGFOY IOp UOSR[PUNLIY)
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System

Differentialgleichung

Ubergangsfunktion
(Sprungantwort)

Gewichtsfunktion

(Impulsantwort)

Pole (x) und
Nullstellen (o)

Bemer—

kungen

PID

h(t)=K[(1+ F)o(t)+
Tpi(t)
h(t)

1L

g(t)=%o(t)+K(t) + KTpd(t)

jwt G

reiner
D,
Anteil
nicht
ideal
reali-
sierbar

PIDT,

Tlg)t—i— y = K(u(th
T%Ofu(T)dT+TDiL(t))

nicht
ganz
ideal
reali—
sierbar

y(t) = Ku(t = T))

nicht
ganz
ideal
reali—
sierbar

T,/ T,

Tvy+y = Ku(t —T;)

IUYD)SSUN[OGFOY IOp UOSR[PUNLIY)

8 VA 1eld
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A.3 Regeln der LAPLACE-Transformation

Definition: Fe)=L{f@t)}= [ ft)e*tdt , s =060 + jw
-0
Regel Originalfunktion Bildfunktion
Nr. Bezeichnung f(t) firt> 0 F(s)
1 Linearitéitssatz a- fi(t) £ b- fa(t) a-Fi(s) £ b- Fy(s)
(Superposition)
N N
2 allgemein > ¢ filt) > ¢ Fi(s)
i=1 i=1
a, b, ¢; konstante (reelle oder komplexe) Koeffizienten
3 Ahnlichkeitssatz f(at) , a > 0 1 F(®)
4 1. Verschiebungssatz fit —a)o(t — a), e . F(s)

2. Verschiebungssatz

speziell

Déampfungssatz

a >0

flt+a),a>0

f(t + a)mit f(t) =0
firt < a

e f(t)

e [F(s) — [ f(t) e df

-0

e - F(s) (vel. Regel 4)

F(s + a)

a beliebig komplex
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Regel Originalfunktion Bildfunktion
Nr. | Bezeichnung f(t) firt> 0 F(s)
Differentiations—
satze:
8 | Differentiation der 1. Ableitung:
Originalfunktion — = f(t) sF(s) — f(0)
9 2. Ableitung:
) s*F(s) — s- f(0) = f(0) ¥
10 k—te Ableitung:
drf(t .
dJ;E) = f(k)(t) P F(s) — sh=1 f(0) — sk—2 fO) — ...
s fED(0) — fED(0)
k
= S F(s) = 3 s fUD(0)
j=1
11 | Differentiation nach 91t a) OF(s,a)
oa da
einem Parameter
12 | Multiplikation
g3
mit ¢ thof(t) , k > 0ganz | (—1) dd ]ES)
s
(Differentiation der | oder
d*F
Bildfunktion) (—1)% - 5. £(1) d;f)

*) Vorsicht bei der Riicktransformation von { s*F(s) }:
z.B. folgt fiir k = 1 aus Regel 8: L7 {s- F(s)} = f(t) + f(0) - 8(t)
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Regel Originalfunktion Bildfunktion
Nr. Bezeichnung f(t) fir t> 0 F(s)
Integrationssitze:
¢ 1
13 Integr. der [ f(r)dr —-F(s)
-0 S
Originalfunktion
t [ee]
14 Integr. der Q [ F(w)dw
Bildfunktion
15 Integr. beziigl. [ f(t,a)da | F(s,a)da
al ai
eines Parameters
Faltungssitze:
16 Faltung im fi(t) = fo(t) = Fi(s) - Fy(s)
t
Originalbereich [ filt = 7) fo(7) dr
-0
17 Faltung im Bild—
1 c+ joo
bereich (Produkt fi(t) - f2(t) 37 / Fi(s — w) - Fy(w) dw
mJ
c—joo
zweier Original—
funktionen)
Grenzwertsitze: In der Regelungstechnik immer anwendbar bei asymptotischer
Stabilitat des Systems
18 Anfangswert %ir% f(t) = lim s- F(s)
19 Endwert tlim ft) = lir% s- F(s)
20 | PARSEVALsche [ f2@)dt = 5 / | F(jw) |* dw
0 ™
Gleichung
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A.4 Korrespondenztabelle zur LAPLACE-Transformation

Nr. f(t) fir t >0 o———e F(s)
1 et f(t) F(s —a)  abeliebig komplex  (Regel 7)
1
21 flat) aF(Z) (¢ >0) (Regel 3)
3| ) SF(s) — f(~0) (Regel 8)
4 Fim(t) s"F(s) = s"71f(=0)
772 f1(~0)
- fr=1(-0) (Regel 10)
t
5 fxg= [ f(t—u)g(u)du F(s)G(s) (Regel 16)
~0
¢ 1
6 [ flu)du EF(S) (Regel 13)
~0
dn
7 t" f(t), n positiv, ganzzahlig (—=1)" T (s) (Regel 12)
t o
8| y [ F(u)du (Regel 14)
912 o(t—a)f(t—a) e F(s) (a>0) (Regel 4)
. T
o —st
0] F(t+T) = f(1) 1 esT/e F(t)di
. 0
11 1 bzw. o(t) FEinheitssprung -
s
(Einheitsimpuls siehe Nr.50 )
1
12 t Rampe —
s
I'(a+1)
a 3
13|t ) — (a > -1)
T 1
14 3 i
(o)
tnfl
15 — =1,2,3,...
(n _ 1)| Sn n Y )
1) Voraussetzung ist: lim ﬂ existiert
t—+0 ¢
| . 1 fwrt>a
2 Definition: o(t —a) = { 0 firt < a
3) EULER’sche Gammafunktion: Ila+1):= ?x“ e *dx
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Nr.| f(t) fir ¢t >0 o—eo F(s)

6] D e L

17 sin at o

18 cos at T

19 2 esin at [CEDET
20 e’ cos at (Sfb)ﬁ
21 et ¢ e
22 sinh at P

23 cosh at =

24 at — sin at ﬁi’_(ﬂ)
25 1 — cos at 5(82‘17_2MQ)
26 sin at — at cos at %
27 sin at + at cos at (SQQJC:ZZ)Q
28 t sin at ﬁ
29 t cos at %
30 sinh at + sin at Sia_s;

31 sinh at — sin at Sffizl

32 cosh at + cos at 342524

33 cosh at — cos at j;aj;z;

12 Die GréBen a, b sind reell
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Nr f(t) fir ¢t >0 o—e F(s)
*)

34 1 — emat -
35 te_”t ﬁ

e—at _ o—bt 1
36 T (b#a) | oo
37&) L €_Dw0t sin wet m

0

We

37Db) e Dwot (cos wet —

38 e % sin bt
39 e % cos bt
(a—a)e % —(a—b)ebt
40 —
41 a%(atjte““—l)
42 L1 — (at +1)e ™
e~ ot n—
1 be 9t —ge bt
44 ab + ab(a—"b)
45 wig — oo e P sin (wet + o)

und ¢ = arccos D

—at e—bt

mit w, = wogvV' 1 — D?

__D
1—

mit w, = wogv 1 — D2

mit w, = wov 1 — D?

46 (b—a)(c—a)

+ (a=b)(c—b) + (a—c)(b—2c)

(n>2)
ganzzahlig

(b #a)

s
52+2Dwos+w3

b

s+a)?+b2
( )

s+a

s+a)?+ b2
( )

s+ a

(s+a)(s+b)

1
s2(s+a)
1
s(s+a)?

1
Grayr

1

s(s+a)(s+bd)

1

s(s2+2Dwos+w?)

1

(s+a)(s+b)(s+c)

*) Die GroBen a, b, ¢, a, D, wy sind reelle Zahlen
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Nr. f(t) fir t >0 F(s)
1 1
47 ) Jo(at)
&+ @
e*StO
48 t —t
a( 0) S
49 ot — to) e~ st
50 o(t) Einheitsimpuls 1
51 2) si(t) — arccot s
s
52 il (14 )
n —
t s
3 1
53 ) erf v/t
sy/(s+1)
—ays
o4 4 erfe ‘
2/t S
a e
55 e 4t e—a\/g
2V rt3
a2
56 c: .
Vvt Vs

1) BESSELfunktion 0.Ordnung:

2 4

Jo(t) =1 - 2+ 2

22 2242

¢
2 Integralsinus: si(t) := [
0

3) Fehlerfunktion (error function):

¢
erf(t) = %/GIZ(M
0

4) Komplementire Fehlerfunktion:

erfc .= 1 — erf(t)

sin x
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Nr. f(t) fir ¢t >0 F(s)
Rechtecksignal
f(®)
1 | | | \7
S L fanh( 2
o7 0 a 2d 3q 4a ¢ ; tanh( %)
_1' | | | |
Dreiecksignal
f (1t
58 —L tanh( %)
0' 2a da t
Recktifizierte Sinuskurve
f(t) = |sinwt|
59 s 2 coth(Z2)
0 l i 27 3T EYS t
Abgeschnittene Sinuskurve
f(lt)
§ ANA S
/
o T T T T
Sagezahnfunktion
f(t)
1 | | | | 1 —as
01 /// e
| v
0 a 2a 3a da 1
OO n  —n’n? sinh z/s
62 | #+2% ST sinupe ST
n=1
63 1+% (2;17): o tcos(n—%)wx %
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A.5 Regeln zum Umformen von Blockschaltbildern

Vorgang Originalschaltung entsprechende Schaltung
Vertauschen von U G Gy Y U G Gy Y
Elementen

U, Y Uy Y
Vertauschen von U, oy 5 1,
Summationsstellen

U Y, U Y,
Vertauschen von ! 1
Verzweigungsstellen Yo Y, Y, Y,
Verlegen einer U | G F Y U % G Y
Summationsstelle L Uy

U, G
entgegen der
Wirkungsrichtung
Verlegen. einer . U - G Y U G " Y
Summationsstelle in U, a
Wirkungsrichtung Uz
U Y U Y
Verlegen einer ! G : L Y.
Verzweigungsstelle G
entgegen der
Wirkungsrichtung
Verlegen einer U G Y2 U G Yy
Verzweigungsstelle in v, o é
Wirkungsrichtung 1
Verlegen einer Uy Y5 Uy ‘ Ys
Verzweigungsstelle vor Y, = Y, -
eine Summationsstelle Uy + Uy
Verlegen einer Uy -0 Y, Uy o Yy
Verzweigungsstelle % %
hinter eine . T—UQ 1 Fr U,
Summationsstelle
Zusammenfassung U Gy G Y U G1Go Y
einer Reihenschaltung
Zusammenfassung U Gy Ji Y U G1£G Y
einer Parallelschaltung Go
Zusammenfassung = G J Y U E2cren Y
Go

einer Kreisschaltung
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A.6 Blockschaltbildsymbole im Zeitbereich
Elementare lineare Glieder
K
P Glied y(t) = Ku(t) u(t) | y(t)
t Ky
I-Glied y(t) = Kr [u(r)dr ﬂ L(t),
0
Tp
D Glied y(t) = Tpi(t) ult) | | y(t)
K Ty
T, Glied y(t) = Ku(t — T) ult) | | y(t)
ua(t)
Summationsstelle y(t) = ui(t) £ us(t) w(t) = ylt)
U
Zusammengesetzte lineare Glieder
K T
PT,Glied Tyi(t) + y(t) = Ku(t) u(t) | | y(t)
. . _ Kk T,D
PT,-Glied T#j(t) +2DTy(t) + y(t) = Ku(t) u(t) y(t)
mit 7' = -
wo
Nichtlineare Glieder
Kennlinienglied y(t) = Flu(t)] u(t) F(u) L(t),
K
o ua (t) y(t)
Multiplizierglied y(t) = Kuy(t) us(t) — * "

Ug(t)




