Hypothesentest

Ein Biologe vermutet, dass neugeborene Kiiken schon Koérner erkennen kénnen und dies nicht erst
durch Erfahrung lernen miissen. Er mochte seine Vermutung wissenschaftlich beweisen.

Der Biologe legt einem Kiiken “Korner* aus Papier vor, je zur Hilfte Kreise und Dreiecke, und
lasst das Kiiken 20mal picken. Eine hohe Anzahl gepickter Kreise spréiiche fiir seine Vermutung, eine
irrtiimliche Folgerung wire allerdings auch nicht ausgeschlossen.

Das Kiiken pickt 16mal auf einen Kreis.

Anzahl Kreise
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Fiir eine rechnerische Auswertung ist die Wahrscheinlichkeit, mit der Kiiken Kreise bevorzugen ja
nicht bekannt, der Biologe vermutet p = 0,7 oder p = 0,8.

Einzig bekannt ist die Wahrscheinlichkeit p = 0,5, falls die Kiiken gleichwahrscheinlich auf Kreise
und Dreiecke picken, weil sie es noch nicht gelernt haben, dass Kérner rund sind.

Nun ist die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Pickergebnis unter der Hypothese p = 0,5 jedoch so klein,
dass die Hypothese wohl nicht stimmen und verworfen werden kann.

0,2 p=005
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17 oder 18 Kreise wéren unter der Hypothese p = 0,5 noch unwahrscheinlicher gewesen.
Wissenschaftlich iiblich ist es, einen Bereich (hier [15; 20]) mit der Wahrscheinlichkeit von maximal
5% zu wahlen, so dass die Hypothese verworfen wird, wenn das Testergebnis in diesen Bereich fallt.

052 p:0,5
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| I e S
1 10 14 15 16 17 18 19 20
7

In diesem Fall betriagt die Irrtumswahrscheinlichkeit (die Hypothese p = 0,5 abzulehnen, obwohl sie
richtig ist) sogar nur o = 2,1 %.

Sprechweisen:

Die Hypothese p = 0,5 heiit Nullhypothese Hy (es liegt nichts Besonderes vor),

die Gegenhypothese H; wire p > 0,5.

Fillt das Testergebnis in den Ablehnungsbereich, so liegt eine signifikante Abweichung vor oder
die Abweichung ist auf dem 5 %-Niveau gesichert.

a ist der Fehler 1. Art.
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Hypothesentest ~ Fortsetzung

Der Biologe fragt sich, mit welcher Wahrscheinlichkeit § die Begabung der Kiiken nicht erkannt
wird.
Wiirden sie z.B. die Kreise mit der Wahrscheinlichkeit p = 0,8 bevorzugen, so wire:

B =P(X < 15) = 0,196

0,2 p=0,8
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Mit der Annahme p = 0,7 wére:
3= P(X < 15) = 0,583

0,2 p=0,7
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Mit der Annahme p = 0,6 wiére:

B =P(X < 15) = 0,874

0,2 p=0,6

e T 1415 16 17 18 19 20
L

Je mehr sich die Wahrscheinlichkeit p dem Wert 0,5 ndhert, um so gréfler wird der Fehler .
Er lasst sich daher nur ermitteln, wenn die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeit bekannt ist.

[ heifit auch Fehler 2. Art.

Zusammengefasst:
Um eine Hypothese zu beweisen zeigt man, dass die Gegenhypothese wegen eines Testergebnisses
duBerst unwahrscheinlich ist.
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Hypothesentest zusammengefasst

rechtsseitiger Test

Nullhypothese Hy: p < po Gegenhypothese Hy: p > py

Behauptung: Ein bestimmtes Medikament verursacht hochstens bei
20 % der Patienten Nebenwirkungen. Wir bezweifeln dies und testen die
Nullhypothese auf dem 5%-Niveau. Die Stichprobenlinge sei n = 30.

0,2

Ablehnungsbereich K

linksseitiger Test

Nullhypothese Hy: p > po Gegenhypothese Hy: p < pg

Behauptung: Mindestens 70 % der gelieferten Gurken erfiillen die européische
Kriimmungsnorm. Wir vermuten das Gegenteil und testen auf dem 5 %-Niveau.

0,2

Ablehnungsbereich K

zweiseitiger Test  (die obigen Tests sind einseitig)

Nullhypothese Hy: p = po Gegenhypothese Hy: p # pog

Bei der zufilligen Farbgebung sollen 50 % der Serienprodukte eine helle Tonung
besitzen. Wir wollen Abweichungen aufdecken.

0,2

Ablehnungsbereich K Ablehnungsbereich K
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Hypothesentest Erganzungen

Beim Testen einer Nullhypothese hofft man, eine bestimmte Wahrscheinlichkeit aufgrund eines
Testergebnisses ausschliefen zu konnen. Mehr kann mit einem Signifikanztest nicht erreicht werden.
Welche Hypothese als Nullhypothese getestet wird, hingt von der Zielsetzung ab.

Fehler 1. Art

Die Nullhypothese ist richtig, sie wird jedoch verworfen, da das Stichprobenergebnis zufallig

im Ablehnungsbereich liegt.

Die Wahrscheinlichkeit dieses Fehlers wird durch die Irrtumswahrscheinlichkeit o = P(K) erfasst.

Fehler 2. Art

Die Nullhypothese ist falsch. Dies wird jedoch nicht erkannt, da das Stichprobenergebnis zuféllig
im Nicht-Ablehnungsbereich liegt.

Die Wahrscheinlichkeit dieses Fehlers § kann nur ermittelt werden, wenn die tatséchliche
Trefferwahrscheinlichkeit bekannt ist.

Beim zweiseitigen Test besteht der Ablehnungsbereich aus zwei Bereichen mit jeweils halbem
Signifikanzniveau.

Die Entscheidungsregel beinhaltet, fiir welche Stichprobenergebnisse die Nullhypothese abzulehnen
ist.

Der Ablehnungsbereich wird auch als Verwerfungsbereich oder als kritischer Bereich bezeichnet.

Der Nicht-Ablehnungsbereich wird manchmal irrefiihrenderweise als Annahmebereich bezeichnet.
Ein Stichprobenergebnis, das in diesen Bereich fallt, sagt nichts {iber die Giiltigkeit der Nullhypo-
these aus, es kann aufgrund vieler anderer Trefferwahrscheinlichkeiten zustande gekommen sein.

Mit einem Hypothesentest (Signifikanztest) (z.B. Hy: p > py) kann - wie schon oben gesagt - keine
zugrundeliegende Wahrscheinlichkeit bewiesen, sondern es kénnen nur Wahrscheinlichkeiten ausge-
schlossen werden. Dazu wird ein Bereich (der Ablehnungsbereich) konstruiert, in den ein Stichpro-
benergebnis bei Giiltigkeit von Hy nur mit sehr geringer Wahrscheinlichkeit (dem Signifikanzniveau)
fallen wiirde.

Tritt dies nun doch ein, betrachten wir H als praktisch widerlegt und damit gilt die Gegenhypo-
these H, als praktisch sicher (mit einer gewissen Irrtumswahrscheinlichkeit).

Um eine vermutete Wahrscheinlichkeit statistisch zu belegen, sind aufwéndigere Verfahren (Stich-
wort: Konfidenzintervall) erforderlich.

Es sei noch einmal hervorgehoben, dass die Idee eines Signifikanztests, wie die meisten Ideen in der
Mathematik, bei geeigneter Blickrichtung unmittelbar einleuchtend ist: Eine Frau begegnet ihrem
Ex an verschiedenen, weit entfernt liegenden Orten. Wenn Sie den Zufall zugrunde legt (Nullhypo-
these), erscheint ihr dieses Geschehen sehr unwahrscheinlich. In ihr keimt der Verdacht, dass ihr Ex

sie verfolgt. © Roolfs
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Ubungen

1. Ein Lieferant behauptet, dass der Anteil der Premium-Qualitét in seiner Lieferung
tiber 80 % sei. Wir, die Abnehmer, wollen dies als Liige entlarven (5%-Niveau, n = 200).

Wir testen also die Nullhypothese Hy: p > 80%.

Es liegt daher ein linksseitiger Test vor.

RR(X < kmax) <5% = kmax = 150

A={0,...,150} (Ablehnungsbereich fiir die Nullhypothese)

Fehler 2. Art (unser Nachweis misslingt, Hy liegt nicht vor, wir erkennen es jedoch nicht),
das Stichprobenergebnis féllt in den Nichtablehnungsbereich, z.B. fiir

1) p=172%
g = PO??S(X > 151) = 15,3%
2) p="T76%

8= R29(X > 151) = 60,3%

A=1{0,...,150} erhalten wir auch durch die Approximation mit der Normalverteilung:

P(X < k) & @(W#) < 005 = hmax= 150

2. Als Lieferant sind wir iiberzeugt, dass der Anteil der Premium-Qualitét in unserer Lieferung
tiber 80 % ist. Wir wollen die Abnehmer hiervon iiberzeugen (5 %-Niveau, n = 200).

Wir testen also im Beisein der Abnehmer die Nullhypothese Hy: p < 80%.
Es liegt daher ein rechtsseitiger Test vor.

RE(X > kin) 5% = kpin = 170

A=1{170,...,200} (Ablehnungsbereich fiir die Nullhypothese)

Fehler 2. Art (unser Nachweis misslingt, Hy liegt nicht vor, wir erkennen es jedoch nicht),
das Stichprobenergebnis féllt in den Nichtablehnungsbereich, z.B. fiir

1) p=83%
5= RE(X <169) = 82%
2) p=90%

B=RY(X <169) =1,0%

A =1{170,...,200} erhalten wir auch durch die Approximation mit der Normalverteilung:

P(X > ki) ~ 1—@(@) < 0,05 = kpw= 170
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3. Das Kopiergerédt wurde repariert. Die mit der Reparatur beauftragte Firma behauptet, dass
die Ausschussquote jetzt nur noch hochstens 6 % betriagt. Wir mochten das Gegenteil anhand
200 Kopien nachweisen und nehmen dabei eine Irrtumswahrscheinlichkeit von hochstens 5%
in Kauf.

Beschreibe und begriinde einen hierfiir geeigneten Test und gib die zugehorige Entscheidungs-
regel an.

P()?gO(X Z kmin) S 5% — k:min =19
A=1{19,...,200}
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Gib an, ob die folgenden Aussagen zum Hypothesentest (Signifikanztest) wahr oder falsch sind.

a) Die Nullhypothese ist die Vermutung, die man testen mochte.
b) Durch den Test findet man heraus, ob die Nullhypothese wahr ist.

c¢) Wenn das Stichprobenergebnis auflerhalb des Nicht-Ablehnungsbereich liegt,
wird die Nullhypothese verworfen.

d) Die Irrtumswahrscheinlichkeit gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass man die Nullhypothese
beibehélt, obwohl sie falsch ist.

e) Die Irrtumswahrscheinlichkeit gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der die Zufallsvariable
bei giiltiger Nullhypothese in den Ablehnungsbereich fallt.

f) Das Signifikanzniveau gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass die Nullhypothese falsch ist.



Gib an, ob die folgenden Aussagen zum Hypothesentest (Signifikanztest) wahr oder falsch sind.

a) Die Nullhypothese Hy ist die Vermutung, die man testen mochte. falsch
Die Alternativhypothese (H;) wird getestet.

b) Durch den Test findet man heraus, ob die Nullhypothese wahr ist. falsch
Fillt das Stichprobenergebnis in den Nicht-Ablehnungsbereich

(héufig verwirrend Annahmebereich genannt),

kann nicht angenommen werden, dass Hy zutrifft.

¢) Wenn das Stichprobenergebnis auflerhalb des Nicht-Ablehnungsbereich liegt,
wird die Nullhypothese verworfen. richtig
Das ist der Sinn des Hypothesentests.
Das Stichprobenergebnis liegt dann im Ablehnungsbereich.
Es liegt eine signifikante Abweichung - vorausgesetzt Hy trifft zu - vor.

d) Die Irrtumswahrscheinlichkeit gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass man die Nullhypothese
beibehélt, obwohl sie falsch ist. falsch
Die Irrtumswahrscheinlichkeit gibt die Wahrscheinlichkeit an,
mit der man H, verwirft, obwohl sie richtig ist (Fehler 1. Art).

e) Die Irrtumswahrscheinlichkeit gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der die Zufallsvariable
bei giiltiger Nullhypothese in den Ablehnungsbereich fallt. richtig

f) Das Signifikanzniveau gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass die Nullhypothese falsch ist. falsch
Das Signifikanzniveau ist die maximal mogliche Irrtumswahrscheinlichkeit dafiir,
dass man H, verwirft, obwohl sie richtig ist (Fehler 1. Art).
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