Freie und Hansestadt Hamburg Gesamtschulen und Gymnasien
Behdrde fir Bildung und Sport Zweittermin
Abitur 2006

Lehrermaterialien zum Leistungskurs Mathematik

ANALYSIS 1

1.1 Bakterien

Ein Forschungslabor untersucht die antibiotische Wirkung einer Substanz auf Bakterien.

Dabei wird zunéchst das Wachstum einer Bakterienkultur beobachtet, die zu Beginn der Beobachtung
1000 Bakterien hat. Jede Stunde nimmt die Anzahl der Bakterien um 25 % zu.

Dieser Wachstumsprozess soll durch eine Funktion N; mit der Definitionsmenge D = R™ beschrieben
werden. Der (gerundete) Funktionswert N,(¢) sei die Anzahl der Bakterien zum Zeitpunkt ¢, und ¢ sei
die Zeit in Stunden.

a) Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der Wachstumsfunktion &, in Abhéngigkeit von der Zeit ¢.

b) Berechnen Sie die Anzahl der Bakterien, die nach 8 Stunden in der Kultur vorhanden sind.

8 Stunden nach Beginn der Beobachtung wird eine Substanz zu den Bakterien hinzu gegeben.
Ab diesem Zeitpunkt ldsst sich die Anzahl der Bakterien durch folgende Funktionsgleichung beschrei-
ben:

No(2) = 1000- 331700157 4> g
Hinweis: Es ist Ni(8) = N,(8).

¢) Untersuchen Sie die Funktion N, fiir # > 8 hinsichtlich Extrem- und Wendepunkten.
Hinweis: Sie konnen ohne Rechnung verwenden:
NZ(t) = (=0,03087 +0,0027 - £ + (0,343 - 0,03-1)*) 1000 - 33170015

d) Bestimmen Sie den Zeitpunkt, zu dem unter den veridnderten Bedingungen 1000 Bakterien in der
Kultur vorhanden sind.

. T S . N,(¢) fiir t<8
e) Skizzieren Sie mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse den Graphen von N(r) = - .
N, (1) fiir t =8
Untersuchen Sie die Funktion N an der Stelle ¢ = 8.

f) Beurteilen Sie abschlieend, ob die Giite der Substanz den Anforderungen eines Antibiotikums
gerecht wird.
Ein Antibiotikum ist ein Medikament, das im Falle einer Erkrankung eine schnelle Reduzierung
der Bakterienanzahl bewirken soll.
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a) | Neben der Losung N, (t)=1000-1,25" ist auch folgender Ansatz moglich:
N, (t)=a-e"".
Wegen N;(0) = 1000 gilt a = 1000. Aus ¢* = 1,25 folgt k = In 1,25 = 0,223.
Insgesamt ergibt sich: N, (¢)=1000-¢**" . 10

b) | Das Einsetzen fiir = 8 ergibt
N, (8)=1000-1,25° = 5960 oder N, (8)=1000-¢"*** =5954.
Der Funktionswert kann auch rekursiv mit Hilfe einer Wertetabelle berechnet
werden 5
c) N, (l‘) —1000. O¥3-0015

Unter Anwendung der Kettenregel gilt:
N’ (1)=(0,343-0,03-1)-1000 - ¢*¥-00157"
Weitere Anwendung der Produkt- und Kettenregel erbringt:

NZ(1)=—0,03-1000- €005 1 (0,343 -0,03-) -1000 - £***3*0015"

N7 (1) =(~0.03+(0.343-0,03-7)") 1000 £ 001>"

Extremstelle: Gesucht ist ein 7 mit N, (£)=0.
N} (t)=(0,343-0,03-1)-1000- " 0057 =

Da 1000- %95 5 0 fiir alle #, folgt 0,343—0,03-¢ muss 0 sein und somit

1=238 1143
0,03

Fiir die hinreichende Bedingung muss ¢ in die zweite Ableitung eingesetzt wer-
den: Auch hier ist der zweite Teil des Produkts groBer als Null, so dass der Faktor

(—O, 03+ (O, 343-0,03- t)z) den Ausschlag fiir das Vorzeichen gibt.

Durch Einsetzen von ¢ = 11,43 folgt —0,03 + (0,343-0,03- t)2 =-0,03; denn ¢
ist Nullstelle der inneren Klammer. Also liegt bei ¢t = 11,4_;) ein lokales Maxi-
mum. Mit N, (1 1, 45) = 7105 ergibt sich der Hochpunkt (gerundet) H(11,417105).
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Wendestelle: Gesucht ist ein t mit N, (7)=0.
Analog zur Berechnung der Extremstelle ist nur zu beriicksichtigen, dass

~0,03+(0,343-0,03-7)" =0 ist.

Die Gleichung (0,343 -0,03- t)2 =0,03 hat die beiden Losungen

1= =

343 1043 343 1043
+—Y2 und 1= 22 N2

30 3 30 3

Die Losung ¢, = 17,207 liegt im Definitionsbereich von N,, die Lésung 7, = 5,660
jedoch nicht.

Mit der vorgegebenen dritten Ableitung lésst sich die hinreichende Bedingung
priifen: NJ(17,207) = 44,8 0.

Neben der konkreten Berechnung von N, (17,207) gibt es selbstverstindlich
auch andere Moglichkeiten zu argumentieren, z.B. mit der zweiten Ableitung.
Mit N,(17,207) = 4309 ergibt sich der Wendepunkt (gerundet) W(17,207 | 4309).
Moglich ist z.B. auch W(17,2 14315).

25

d)

Gesucht ist # mit 1000=1000-¢**" 205" somit 1 = 300157
In1=0,343-1-0,015-7>. Da In1=0, folgt:
0=0,343-1-0,015-£>

:0,015.,.[m_,]
0,015

Die Losung ¢ = 0 liegt aulerhalb des Definitionsbereiches von N,, so dass

;0383
0,015

= 22.86

der gesuchte Zeitpunkt ist.

Knapp 23 Stunden nach Beginn der Beobachtung (und 15 Stunden nach Zugabe
der Substanz) entspricht die Anzahl der Bakterien wieder der Startpopulation.

15

e)

Zur Skizze:

Zu beriicksichtigen sind N,;(0) = 1000,

der exponentielle Anstieg bis N(8) = 5954 = N,(8) (siehe dazu auch die unten
stehenden Hinweise zur Stetigkeit und Differenzierbarkeit),

der Hochpunkt (11,4 17105), der Wendepunkt (17,2 [ 4309) und
der Zeitpunkt t = 23 aus Teil d).

Dabei muss erkannt werden, dass im Bereich des Hochpunktes nur eine Rechts-
kriimmung vorliegen kann.
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Die Genauigkeit in der Hochachse ist nur bedingt moglich (Skizze!).

Die Untersuchung der Funktion an der Stelle ¢ = 8 bezieht sich auf Stetigkeit und
Differenzierbarkeit und sollte im Graphen durch einen Knick angezeigt werden.

Stetigkeit: Wegen N,;(8) = N»(8) ist die Funktion praktisch stetig.
Sollte der Priifling die Funktionsgleichung N, (t)=1000-1,25" verwenden, so

konnte er zu dem Schluss kommen, dass N an der Stelle t = 8 nicht stetig ist.
Hier muss dann entsprechend bepunktet werden!

Differenzierbarkeit: Es ist N/(t)=1000-1n1,25-1,25" bzw. 223-¢**".

Wegen linsl N/(t) # N,(8) ist die Funktion an der Stelle 7 = 8 nicht differenzierbar
t—
(daher im Graph der Knick), denn

N/(t)=1000-1n1,25-1,25" und N/(8)=1330 oder
N/(t)=223-¢"%" und N/(8)~1328 aber N;(8)=613

AN
8000
Hochpunkt
7000
6000
5000
endepunkt
4000
3000
2000

1000

—

15 | 10

f) | Teilaufgabe d) zeigt, dass es mehr als vierzehn Stunden dauert, bis die Anzahl der
Bakterien wieder auf 1000 (wie zu Beginn der Beobachtung) zuriickgegangen ist.

Grundsitzlich ldsst sich schlieBen:

1. Die Substanz erfiillt nicht die Anforderungen zu einer schnellen Reduzierung
der Bakterienanzahl, da die Zahl der Bakterien gut drei Stunden weiter an-
steigt und dann erst verhéltnisméBig langsam abnimmt.

2. Die Substanz erfiillt die Anforderungen zur Reduzierung der Bakterienan-
zahl, da innerhalb von knapp 15 Stunden die Anzahl der Bakterien auf etwa
ein Sechstel (1000) reduziert wird und innerhalb eines Tages sogar weiter
sehr stark reduziert wird: Ny(8+24) = N»(32) = 12.
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Jede dieser Positionen ist als richtig zu bewerten, wenn sie vom Priifling mit den
erzielten Ergebnissen stichhaltig begriindet wird. 20
Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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Die Flughohe eines Heiflluftballons wird iiber die Temperatur der Luftfiillung des Ballons gesteuert,
die horizontale Bewegung wird allein durch den Wind beeinflusst. Die Temperatur der Luft im Ballon
lasst sich mit einem fest eingebauten Gasbrenner einstellen, der in regelmiBigen Abstinden angestellt
wird.

Ein Ausschnitt des zeitlichen Verlaufs der Flughohe (Vertikalbewegung) des HeiBluftballons ist im
anliegenden Diagrammblatt grob skizziert.

Der zeitliche Verlauf der Flughohe wird mithilfe der Funktion fmit f(x) =4— 3. cos (E- x] model-
2 4

liert, wobei x die Zeit in Minuten und f(x) die Flughche in 100 Metern angibt.

a) Berechnen Sie die Flughdhe des Ballons zum Zeitpunkt x = 3 min.

b) Ermitteln Sie moglichst ohne Differenzialrechnung sowohl die maximale als auch die minimale
Flughdhe mit ihren zugehdrigen Zeitpunkten.

¢) Bestimmen Sie die Funktion, die den zeitlichen Verlauf der Vertikalgeschwindigkeit (momentane
Anderung der Flughohe pro Minute) darstellt und skizzieren Sie den Graphen dieser Funktion im
vorgegebenen Koordinatensystem im anliegenden Diagrammblatt, ohne eine ausfiihrliche Kur-
vendiskussion vorzunehmen.

d) Ermitteln Sie die Zeitpunkte, zu denen der Ballon am schnellsten steigt bzw. fillt und den Betrag
der maximalen Vertikalgeschwindigkeit, d.h. der momentanen zeitlichen Anderungsrate der Flug-
hohe.

e) Bestimmen Sie die mittlere Flughohe in den ersten 6 Minuten.

f) Bei der Landung eines Heilluftballons soll Folgendes beriicksichtigt werden:

Die Landephase wird zu einem Zeitpunkt eingeleitet, an dem sich der Ballon mit maximaler mo-
mentaner zeitlicher Vertikalgeschwindigkeit nach unten bewegt. Die Vertikalgeschwindigkeit soll
in der Landephase kontinuierlich bis auf Null zum Zeitpunkt des Bodenkontaktes abnehmen.

In einem Lehrbuch fiir HeiBluftballonfiihrer soll ein so beschriebener Landevorgang in Form eines
Funktionsgraphen in Fortsetzung der Flugfunktion f dargestellt werden.

Ermitteln Sie Eigenschaften einer solchen Landefunktion.

Bestimmen Sie eine mogliche quadratische Funktion als Landefunktion mit dem zugehorigen Zeit-
punkt der Landung.

Skizzieren Sie den Graphen der Fluglandefunktion zusitzlich in das Diagrammblatt.

g) Ein anderer Ballon variiert seine FlughShe periodisch zwischen 200 und 400 Metern. Fiir einen
Anstieg benétigt er ebenso wie fiir die Sinkphase jeweils 3 Minuten.
Bestimmen Sie eine ebenfalls sinusférmige Funktionsgleichung der Funktion, die den zeitlichen
Verlauf der Flughthe anzeigt.
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A Flughshe (100 m)
Vertikalgeschindigkeit (100 m/min), fiir Teilaufgabe c)

Zeit (min))
2 4 6 8 10 12 14 16 18
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a) | Gesucht ist der Funktionswert f(3). Es ergibt sich

F(3)=4-2cos [33]: 4—3'(—1'\5}:4&\5, also
2 4 2 2 4
£(3) = 5,06.

Der Ballon hat zum Zeitpunkt 3 min eine Hohe von etwa 506 m.

b)
Die einfachere Funktion g mit g(x)=cos (E . x) hat an den gleichen Stellen
4

Extremwerte wie die gegebene Flughohenfunktion f. Allerdings sind wegen des
Vorzeichenwechsels Minima und Maxima vertauscht.

Die reine Cosinusfunktion hat Maxima an den Stellen k-2, k€ 7, und hat
Minima an den Stellen T+ k2%, ke Z.

Also hat die Funktion g Maxima an den Stellen x =8k, k€ 7, und Minima an
den Stellen x=8k+4, ke 7.

Und damit hat die Funktion f Minima an den Stellen x =8k, k€ Z , und Maxi-
ma an den Stellen x=8k+4, ke Z.

Die Maximal- bzw. Minimalwerte sind jeweils gleich und kdnnen z.B. an den
Stellen x = 4 und x = 0 berechnet werden:

f0) :4—i-cos[£~0]=2,5 bzw. f(4) =4—i-cos(£.4j: 5.5.
2 4 2 4

Damit betrigt die minimale Flughohe 250 m und die maximale 550 m.

10

c) |Der zeitliche Verlauf der Vertikalgeschwindigkeit des Ballons wird durch die
Ableitung f” der Funktion f des zeitlichen Verlaufs der Flughohe dargestellt:

f'(x) =2 n-sin (E-X]zl’lg.sin (E.x]
8 4 4

A Flughthe (100 m)

Vertikalgeschindigkeit (100 m/min), fiir Teilaufgabe c)
6 -
4 ]
2 4
2 46\_/8 10 12N_ 14 ‘16 18
2
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Eine Skizze der Ableitungsfunktion wird auf dem Diagrammblatt ohne explizite
Kurvendiskussion erwartet. 10 | 10
d) | Der Ballon steigt bzw. féllt dort am schnellsten, wo die Vertikalgeschwindigkeit
— also die erste Ableitung von f— ihre Extrema hat bzw. wo f selbst Wendepunk-
te hat.
Mit den gleichen Argumenten wie in b) begriindet man, dass diese Stellen bei
x =244k liegen.
Die Minimalwerte sind negativ und vom Betrag auch Maximalwerte. Alle diese
Betragswerte sind gleich und zwar
£(2)=27-sin {3- 2]
8 4
, 3
ff)==n = 1,18.
8
Also betrigt die maximale Vertikalgeschwindigkeit immer wieder mit wech-
selndem Vorzeichen etwa 118 m/min. 10
e) | Die mittlere Flughthe m iiber dem Zeitintervall [0;6] wird iiber das Integral der
Flughdhenfunktion f bestimmt:
1 6 ’
—I 4——cos dxz | 4x—2sin| Zox
6 % 6 n 4],
m:l(24+—]z4,32 .
6 b
Die durchschnittliche Flughdhe des Ballons im Zeitintervall [0;6] betréigt etwa
432 m. 10
f) | Eigenschaften einer Funktion ¢, die die Landephase darstellen kann:
Der gewihlte Zeitpunkt x,,, in dem die Landephase eingeleitet wird, muss eine
der Stellen 2 + 4k sein (maximale Vertikalgeschwindigkeit nach unten).
An einer solchen Stelle x,, muss der Funktionswert und der Wert der 1. Ablei-
tung der Funktion f und der Landefunktion ¢ gleich sein:
L q(x,)=rf(x,)=4 (Sprungstelle im Sachkontext nicht méglich)
IL ¢ (x,)=r"(x,)= _37-sin {22) (vgl. d) ) (ruckfrei)
8 4
Zum Zeitpunkt x, der Landung muss eine weitere Bedingung gelten:
L q(x,)=¢(x,)=0 (sanfte Landung).
Aus I und III folgt, dass die Nullstelle der quadratischen Funktion ¢ mit ihrem
Scheitelpunkt zusammenfallen muss, da hier die einzige Stelle vorliegt, die die
Bedingung III erfiillt.
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Deshalb ist folgender Ansatz fiir eine quadratische Funktion notwendig:

q(x)=a-(x—b)* und damit ¢'(x)=2a-(x—b)=2a-x-2a-b.
Fiir xyy wihlen wir z.B. xy = 6. Dann erhalten wir folgende zwei Gleichungen:
(1) a(6-b) =r(6)=4 1) a-(6-b’= 4

) 2a-(6—b):f'(6):—§n 22 (2) a-6-b) :—%n

Da a =0 und b = 6 keine Losungen sein konnen, liefert die Division (1) : (2):

b=6+2~12.79.

3n 3n

6-b=—

b eingesetzt in (2) ergibt:
a_[ 64] 3 _3n-3n_ 9n’

— =7 = a= = =(,087.
3rn 16 16-64 1024

Der Landezeitpunkt liegt also bei ca. 13 Minuten, da b die x-Koordinate des
Scheitelpunktes von ¢ ist.

¢ hat die Gleichung ¢(x)=0,087-(x-12,79)".

A Flughohe (100 m)
Vertikalgeschindigkeit (100 m/min), fiir Teilaufgabe c)

2

)

Die Modellierungsfunktion fiir den Flughohenverlauf lautet im Ansatz z.B.
2 . . .

frow (Xx)=c—a-cos (_n : x), wobei a die Amplitude, also den halben Unter-
b

schied zwischen Maximal- und Minimalhohe darstellt, b die Periodendauer und
¢ die mittlere Hohe.

Die Periodendauer des Flughdhenverlaufs (Diagramm) betrdgt 6 Minuten, also
ist b = 6. Die Amplitude ist a=1, die Verschiebung c¢=3. Es ergibt sich die

Funktion mit der Gleichung f,,, (x)=3-cos (E : x].
3

10| 5

Insgesamt 100 BWE

20| 60 | 20
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.3 Logarithmus-Funktion

Gegeben ist die Funktionenschar f, mit der Gleichung £, (x)=x-(Inx-a)’, ac R .

a)

b)

d)

e)

Bestimmen Sie den Definitions- und Wertebereich.

Berechnen Sie die Nullstellen und beschreiben Sie die Lage der Nullstellen in Abhéngigkeit vom
Parameter a.

Weisen Sie nach, dass fiir jedes a die Graphen von f, und f , genau einen gemeinsamen Punkt
S, haben.

Beschreiben Sie die Lage aller Schnittpunkte S, im Koordinatensystem in Abhédngigkeit von a.

Bestimmen Sie die Extrempunkte von f, .

Begriinden Sie, warum jeder Graph der Funktionenschar einen Wendepunkt haben muss und be-
stimmen Sie diesen.

Bestimmen Sie sowohl den Funktionsterm des Graphen aller Hochpunkte als auch den aller Wen-
depunkte (Ortskurven).

(Zur Kontrolle: fa' (x)=(Inx—a)*+2(nx—a).)

In der Anlage ist ein Graph der Schar dargestellt. Bestimmen Sie den zugehorigen Wert fiir a.

Zeichnen Sie in das gegebene Koordinatensystem den Graphen fiir @ = 1 und die beiden zugehori-
gen Ortskurven aus Aufgabenteil c).

e
Es geht um das Integral 1, :;(in(} '[ x-(Inx—a)’dx (ae R) und seine geometrische Bedeutung.
k

Sie diirfen fiir diese Teilaufgabe voraussetzen: }(m(} (k2 ‘(Ink - a)") =0 firne{1,2}.

e(l

Zeigen Sie, dass fir alle ae R gilt: [, = %{m(} f x-(Inx—a)' dx=-
k

2a

Bestimmen Sie mit Hilfe von 7, das Integral I, und interpretieren Sie das Ergebnis geometrisch.
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Definitions- und Wertebereich:

D=R", da der Logarithmus nur fiir positive Zahlen definiert ist.

W=R,", da der erste Faktor des Funktionsterms wegen der Definitionsmenge
nur positive Werte annehmen kann und der zweite Faktor wegen des Quadrates
stets grofer oder gleich Null ist.

Nullstellen:

Der Funktionsterm hat die Form eines Produktes. Dieses wird Null, wenn min-
destens einer der Faktoren O ist. Der 1. Faktor wird (wegen Definitionsbereich)

nicht Null. Der 2. Faktor wird 0, wenn a = In x ist, wenn also x =¢“ . Somit ha-

ben alle Graphen der Schar eine Nullstelle N, (e“ 0) . Und zwar gilt:

1.) Fiir a <0 liegt die Nullstelle im Intervall ]O;1].
2.) Fiir a =0 liegt die Nullstelle bei x = 1.

3.) Fiir a > 0 wandert die Nullstelle mit wachsendem a nach rechts
(im Intervall |1 ; oo[).

10

b)

Wenn die Graphen von f, und f & gemeinsame Punkte haben, dann muss die
Gleichung

x-(In x—a)2 =x-(In x+a)2

nicht nur trivial erfiillbar sein.

Elementare Umformungen liefern zwei Gleichungen
Inx—a=Inx+a und Inx—ag=—(lnx+a)=-lnx-a.

Vereinfacht man beide Gleichungen, so folgt fiir die erste, dass diese nur fiir
a = 0 erfiillt ist (triviale Losung).

Die 2. Gleichung ist erfiillt, wenn x = 1 ist. Der Funktionswert an dieser Stelle
ist 2. D. h. alle Schnittpunkte haben als 1. Koordinate den Wert 1, liegen also
im Koordinatensystem auf einer Parallelen zur y-Achse durch die Stelle x = 1.

Es gilt S, (1]a”).

Mit wachsendem Betrag von a wachsen auch die Funktionswerte.

10

Bestimmen der Extrempunkte:

Um die Extrempunkte zu bestimmen, bildet man zunichst mit Hilfe der Produkt-
und Kettenregel die 1. und 2. Ableitung:

£, (x)=(Inx—a)’+ 2(Inx—a) und

£/ 0=2(Inx—a+1).
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Man setzt die 1. Ableitung gleich 0 und klammert (In x—a) aus:
(Inx—a)*+2(Inx—a)=(Inx—a)-(Inx—a+2)=0.
Der Term (In x—a) wird 0, wenn x=¢“. Die Nullstelle ist also gleichzeitig
auch Extremstelle. Aus den Uberlegungen bzgl. des Wertebereichs folgt, dass
hier ein Minimum vorliegt. Es gilt 7, (e“ 0) .
Der Term (Inx—a+2) wird 0, wenn x=¢“* ist. Um zu tiberpriifen, ob an die-
ser Stelle tatsdchlich eine Extremstelle liegt, setzt man diesen Wert in die 2.
Ableitung ein.
7 a=2 2 a=2 2 2
£ @)= (e )-a+ D=—-(a-2-a+ D =——.
e e e
Da sowohl der Zihler als auch der Nenner fiir alle a € R positiv ist, ist der Wert
des Terms negativ, also liegt dort fiir alle a € R ein Maximum vor.
£, (e =e"?(In (e"’2 )—a)2 =7 4.
Es gilt H, (e”_z ‘4-6“‘2).
Bestimmen der Wendepunkte:
Um die méglichen Wendestellen zu berechnen, setzt man die 2. Ableitung gleich 0.
£/ 0=2-(Inx—a+1)=0.
X
Der 1. Faktor kann nicht den Wert 0 annehmen.
Der 2. Faktor wird 0, wenn x=e“"" ist. An dieser Stelle miissen alle Graphen der
Schar eine Wendestelle haben, da bei einer stetigen Funktion zwischen Mini-
mum- und Maximumstelle (ohne Pol) eine Wendestelle existieren muss.
Der Funktionswert der Wendestelle ist
fa (ea—l) — eu—l . (ln(eu—l )_a)z — ea—l . 1 — ea—l .
Es gilt W, (e“’1 e )
Gleichungen der Ortskurven:
Die Ortskurve aller Hochpunkte H, (e"'2 ‘ 4. e"‘z) ist die Gerade mit der Glei-
chung g, (x)=4x.
Die Ortskurve aller Wendepunkte W, (e“’l e“’l) ist die Gerade mit der Glei-
chung g, (x)=x. 25| 5
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d)

Der Zeichnung kann man entnehmen, dass der Punkt (1 | 1) ein Punkt des Gra-
phen ist. Setzt man die Koordinaten in die Funktionsgleichung ein, dann gilt:

1=1-(Inl—a)* =a*.

Es folgt daher, dass a den Wert 1 bzw. den Wert —1 annehmen kann. Um zu

entscheiden, welcher Wert von a zu diesem Graphen gehort, berechnet man z.B.

die Nullstelle fiir a = 1:

0=x-(In x—1)*. Da diese Gleichung fiir x = e erfiillt ist, gibt die Zeichnung den
Graphen fiir a = -1 an.

4 (%) /

N
~—

N

1 2 3

/|
7
-

10 5| 5

Berechnung von I; (Losung mit partieller Integration):

2
, , 1
V(x) = x und u(x) = Inx—a . Dann folgt: v(x) = — und u'(x) = —.
x
Setzt man nun die Terme gemif der partiellen Integration ein, so erhilt man:

&4 o

e 2a
—j%xdx :0—lim|:lx2} S

k=0
k k -0 4 k 4

L 1,
Il—}{lil(} [Ex (lnx—a)}

Berechnung von I, (mit partieller Integration):

Vi(x) =x und u(x) =(Inx—a)’. = v(x) = x_22 und u’(x) =2-(Inx—a) l
x

e e 2a 2a
1,=lim [lxz(lnx—a)z} —Ix-(lnx—a)dx —0-| |28,
ol | 2 o 4| 4
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Dieser Wert beschreibt das Mal} der Flachen, die jeweils von den Graphen von f;
und der x-Achse eingeschlossen werden. 10 | 15
Insgesamt 100 BWE | 20 | 55 | 25

Ma2-LKLM-A Seite 22 von 39



Freie und Hansestadt Hamburg Gesamtschulen und Gymnasien
Behdrde fir Bildung und Sport Zweittermin
Abitur 2006

Lehrermaterialien zum Leistungskurs Mathematik

LA/AG 1

II.L1 Gerade und Geradenschar

Gegeben sind eine Geradenschar g, und eine einzelne Gerade &

3a
+r- 1 reR, aelR

N O 00 00 W W
\e]

mit den Stiitzpunkten G(51318) und H(81012).

a)
b)

Beschreiben Sie, warum der Stiitzpunkt G nicht auf der Geraden # liegt.

Weisen Sie nach, dass jede Gerade g, der Schar die Gerade & schneidet und dass jeder Punkt von A
Schnittpunkt mit einer der Schargeraden ist.

Begriinden Sie ausgehend von Thren Ergebnissen zu a) und b) die Aussage,
dass die Geraden g, und 4 alle in einer Ebene E liegen.
Ermitteln Sie eine Koordinatenform von E.

Bestimmen Sie in der Ebene E eine Gerade k (in Parameterform), die zwar durch den Stiitzpunkt
der Schar verlduft, aber selbst nicht zur Schar gehort.

Eine Ebene F ist orthogonal zur Strecke GH und verliuft durch den Punkt G. Diese Ebene enthilt
eine der Schargeraden g,,.

Beschreiben Sie einen Ansatz zur Bestimmung von F und des Parameters a.
Weisen Sie nach, dass F :x, —x, —2x, =—14 die geforderten Eigenschaften hat und bestimmen
Sie den Parameter a.

Ermitteln Sie den Schnittpunkt von F' mit der Geraden h.

Die Punkte G und H, der Ursprung O und ein beliebiger Punkt P auf der Geraden / sind die Ecken
einer Pyramide.
Berechnen Sie das Volumen der Pyramide in Abhiingigkeit von P.
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a) | G kann nicht auf der Geraden / liegen, da bei allen Punkten auf / die zweite
Koordinate gleich 0 ist. G dagegen hat als zwei Koordinate 3. 5
b) | Der Schnittpunktansatz fiir die Geraden fiihrt zum linearen Gleichungssystem
5 3a 8 2 3¢ 2 |3
3+r| 1 |=|0+s-] 0 |[&] 1 0 |-3]
8 —6a 2 —4 —6a 4 |-6
r=-3 ist ablesbar, es verbleiben die beiden Gleichungen
—9a—-2s=3 A 18a+4s=-6,
die dquivalent zueinander sind. Fiir jeden Wert von a, d.h. fiir jede Schargerade,
gibt es ein s, das die Gleichung 16st, d.h. einen Punkt auf £, durch den die Schar-
gerade verlduft.
Umgekehrt gibt es zu jedem s ein passendes a. 20| 5
c¢) | Der Stiitzpunkt G der Geradenschar liegt nicht auf der Geraden /4. Daher span-
nen G und 4 eine Ebene E auf. In dieser Ebene miissen auch alle Geraden der
Schar liegen, weil sie & schneiden und den gemeinsamen Stiitzpunkt G haben,
der in der Ebene liegt.
Es sind auch andere Begriindungen moglich.
Bestimmung einer Koordinatenform der Ebene E:
Variante 1:
3 8 2 3
Aus GH =| -3 folgt eine Parameterform E:x=|0 [+s:| O |+¢-| =3 |.
—6 2 —4 —6
X, =8+2s+3t
x, ==3t = 2x, + x;, =18 ist damit eine Koordinatenform von E.
X, =2—-4s—-6t
Variante 2:
Einen Normalenvektor, der senkrecht zu allen Richtungsvektoren der Schar und
zum Richtungsvektor von £ ist, liefert das Kreuzprodukt
2 0 4 5
0 x| 1|=|0 |undmit|3 |folgtE: 4x +2x, =36.
4110 2 8
Vereinfacht gilt natiirlich auch E: 2x, +x, =18. 10 | 10
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d) |Nach Teil b) gibt es keinen Schnittpunkt der Geraden k und /, weil alle Scharge-
raden die Gerade / schneiden und & keine Schargerade sein soll.
5 2
Die Gerade k muss demnach parallel zu A sein:k:x=|3 [+r-| 0 | ,reR.
8 -4 10
e) | Ermitteln von F und a:
Die Ebene F ist orthogonal zu GH ,dh. GH ist ein Normalenvektor von F.
Davon ausgehend ist die Koordinatenform der Ebene schon weitgehend be-
stimmt. Die fehlende rechte Seite der Ebenengleichung ergibt sich durch Einset-
zen eines bekannten Punktes der Ebene, z.B. von G.
Da F durch G verlduft, gilt
X, 5 3 X, 33(5
GH-|x, |=GH-|3 | oder |-3||x, |=|-3||3|=-42,
X, 8 -6 || x, -6 )18
also F:3x,—3x,—6x,=-42 bzw. F:x —x,—2x,=-14
Kriterium zur Bestimmung des Parameters « ist, dass alle Geradenpunkte die
Ebenengleichung erfiillen:
O+3-r-a)-3+r)—-2-8=6-r-a)=-14 firallere R,
S —14+15ar—-r=-14,
= 15ar—-r=0,
1
& r(15a-1)=0,also a=—.
15
Schnittpunkt F und A:
Im Teil b) ist festgehalten worden, dass fiir den Parameter s des Schnittpunktes
. . . 1
der Geraden g, mit der Geraden & gilt: -9a—2s5s=3. Alsoist s=——-(9a+3).
2
Mit a -1 ergibt sich s -2 und damit der Schnittpunkt 22 0 46 .
15 5 5 5
s kann auch berechnet werden durch das Einsetzen eines allgemeinen Punktes
von 4 in die Koordinatenform der Ebene F.
8+25)-22-4s5)=-14=4+10s=-14 & s=—2
5 101 15| 5
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f) | Das Volumen der Pyramide kann als Spatprodukt berechnet werden.
: 5 8 8+2s . 6 8+2s
V(s)=g- 3|0} O =g 54 | O
8 2 2—4s —24 || 2—-4s
1
=—-16(8+25)—24(2—-4s)[=18"|s]|.
6|( $)=24(2—4s)|=18"| s | 0
Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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1.2 Schattenspiele

An einer Hauswand befindet sich ein kunstvoll bemalter Vorbau in Form eines Prismas, das mathema-
tisch durch die Eckpunkte

Wi(01-212), Wx(01212), W3(01216), Wa(01-216), Vi(21012) und V,(21016)

beschrieben werden kann (1 LE £ 1 m).

Die Hauswand liegt in der Halbebene mit x, =0 und x; 0.

Zur Beleuchtung dieses Vorbaus verlduft im Abstand 6 m von der Hauswand in 3 m Hohe parallel
zum Erdboden (also in der x;-x,-Ebene) eine Schiene, an der eine punktférmige Lichtquelle beweglich
befestigt ist.

a) Zeichnen Sie den Vorbau in das beigefiigte Koordinatensystem ein.

Berechnen Sie die Winkel zwischen der Seitenfliche V, W,W;V, und der Hauswand sowie zwi-
schen dieser Seitenflache und der anderen Vorbauseite.

b) Die punktférmige Lichtquelle befindet sich auf der Schiene zunédchst im Punkt A (61013).

Bestimmen Sie die Form des Schattens, den der Vorbau auf die Hauswand wirft. Ermitteln Sie da-
zu die Schattenpunkte von V| und V, an und zeichnen Sie den Schatten des Vorbaus in Thr Koordi-
natensystem ein.

¢) Bestimmen Sie, um wie viele Meter die Lichtquelle von A aus auf der Schiene hochstens nach
links oder rechts (negative oder positive x,-Richtung) verschoben werden darf, wenn seitlich vom
Vorbau kein Schatten auf die Hauswand fallen soll.

d) Beschreiben Sie, wie sich die Schattenform oberhalb und unterhalb des Vorbaus auf der Haus-
wand verindert, wenn man die Lichtquelle auf der Schiene von Punkt B ( 6 | -4 | 3 ) nach Punkt
C (61413 ) verschiebt. Bestimmen Sie dazu den tiefsten und hochsten Punkt des Schattens auf
der Wand in Abhéngigkeit von der Position der Lichtquelle.

e) Damit Regenwasser von dem flachen Vorbau abflieBen kann, wird dem Vorbau ein schriges Dach
aufgesetzt. Dieser Dachaufsatz besteht aus zwei dreieckigen Kupferplatten mit den Ecken V,, W;
und D (01017) sowie W,, V, und D.

Bestimmen Sie den Winkel zwischen der Dachplatte V,W;D und der Vorbauseite V,W,W;V, .

f) Beurteilen Sie, ob der Dachaufbau Einfluss auf den Schatten auf der Wand hat, wenn die Licht-
quelle wie im Aufgabenteil d) von Punkt B nach Punkt C bewegt wird.

Ma2-LKLM-A Seite 27 von 39



Freie und Hansestadt Hamburg Gesamtschulen und Gymnasien
Behdrde fiir Bildung und Sport Zweittermin

Abitur 2006
Lehrermaterialien zum Leistungskurs Mathematik

Anlage zur Aufgabe ,,.Schattenspiele*

A X3

(@)

(@/0)

[

[\

Un

1
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a) A X3
O
. N
- o o
= .
he Y 7 - e o ¥
W ‘\ W,
//
L—
T
V, 4
W 3 7
W= Z =M
&1 7 _’,—"j
S
T
Vi
2 - g 2
I
)
4
5
1
Da die Ebene, die durch V,, W5 und W, aufgespannt wird, senkrecht zur Haus-
wand ist, kann der gesuchte Winkel o elementargeometrisch bestimmt werden
als Winkel bei W3 im rechtwinkligen Dreieck V,W5Z mit Z(010 | 6).
‘W3Z ‘ = ‘@‘ = 2. Das rechtwinklige Dreieck ist also gleichschenklig. Damit ist
der Winkel zur Wand 45° und zur anderen Vorbauseite 90°.
Beide Winkel erhdlt man auch durch eine Projektion des Dreiecks Vo, W3, W, in
die x;-x,-Ebene direkt aus der Skizze oder rechnerisch.
o kann auch als Winkel zwischen den Vektoren W,V, und WW, , oder aber auch
als Winkel zwischen Normalenvektoren der Ebenen berechnet werden. 20
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b) | Der Schattenpunkt S; von V; ergibt sich als Schnittpunkt der Geraden g AV,
durch A und V| mit der x,-x;-Ebene (Wand).
6 —4
8ay i X=d+r-(yy—a)=|0 |+r-| 0 || reR.
3 -1
6 —4 0 3
Schnitt mit der x,-x;-Ebene [0 |[+r-| O |=|x, |=7 =3 Ax,=0Ax; =15
3 -1 X,
ergibt den Schattenpunkt S; (010 11,5) von V.
Entsprechend bestimmt man den Schattenpunkt S, von V; als Schnittpunkt der
Geraden g v, durch A und V, mit der x,-x;-Ebene (Wand) zu S, (01017,5).
Es ergibt sich unterhalb des Vorbaus ein dreieckiger Schatten W,W,S, und ober-
halb ein dreieckiger Schatten W,W;S,.
Die Zeichnung in a) ist zu ergdnzen. 5115

c) | Es ergibt sich kein seitlicher Schatten, wenn die Schattenpunkte von V, und V,
x»,-Koordinaten zwischen —2 und 2 haben.

1. Losungsvorschlag:
(elementargeometrisch, senkrechte Projektion in x;-x,-Ebene):

> -
-3 -2 B 2
2 B
/ N,
’ ~
/7 S
/’ AN
/ \,
’ \,
’ \,
’ N,
/ N,
7 N,
/| \
/ \,
’ \,
7’ I,
’ Lichtschiene \
614 GIaHY
' X|

Die Losung entnimmt man der Zeichnung oder ermittelt sie durch Rechnung.
Antwortsatz s.u.
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2. Losungsvorschlag:

P (6 | x213) sei der Punkt auf der Schiene, bei dem der Schattenpunkt S, von
V, die x,-Koordinate —2 oder 2 hat.

6 4
gpn:x:ﬁ"'r'(‘;l_ﬁ): X, |+r-| =X, |, re R.
3 -1

Der Schnitt der Geraden g, durch P und V; mit der x,-x;-Ebene ergibt
Spy, (01-0,5%,11,5).

-0,5x, =2 x, =4 bzw.-0,5x, =2 & x, =—4.

Fiir den Schatten S, von V; gilt entsprechend S, (01-0,5x,17.5).

Die Lichtquelle kann also bis zu 4 m nach links oder rechts auf der Schiene ver-
schoben werden, ohne dass ein seitlicher Schatten auf der Hauswand erscheint.

10

10

d)

Verschiebt man die Lichtquelle zwischen B und C, so erhélt man nach Teil ¢)
keinen seitlichen Schatten.

Bezeichnet P(6 | x, | 3) die Position der Lichtquelle, so ist der tiefste Punkt des
Schattens auf der Wand bereits in Teil ¢) zu S - (01-0,5x,11,5) bestimmt wor-

den, der hochste Punkt zu S Py, (01-0,5x,17,5). (nur bei Losungsvorschlag 2)
Der Schatten oberhalb des Vorbaus ist immer ein Dreieck mit den Eckpunkten
Ws, S,,V2 und W, mit S,,v2 Olsy 17,5 und -2 < 5, <2.

Der Schatten unterhalb des Vorbaus ist immer ein Dreieck mit den Eckpunkten

W,, W, und SPV1 mit S,,V] Ols, 11,5 und -2 < 5, <2,

d.h. die oberen Schattendreiecke besitzen immer die Basis W,W, der Léinge 4 m
und die Hohe 1,5 m.

Die unteren Schattendreiecke besitzen immer die Basis W,W, der Linge 4 m
und die Hohe 0,5 m.

10

e)

Der Winkel zwischen zwei Ebenen entspricht dem Winkel zwischen ihren Nor-

malenvektoren. Ein Normalenvektor zur Ebene durch die Punkte V;, W, und W5
1

ist n =| 1 |. Das folgt z.B. aus Teil a), denn der dort berechnete Winkel ist 45°.

0

Die Ebene E des Daches wird durch die Punkte V,, W3 und D aufgespannt. Ein
Normalenvektor 7,, von E steht senkrecht auf den Richtungsvektoren von E,

also muss gelten:
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iy (W =v,)=0Ad, -(d=v,) =0 20, +2n, =0 A=2n, + 1, =0.
1
Ein Normalenvektor von E ist damit 7, =| 1
2
Den Winkel zwischen den Normalenvektoren erhélt man aus:
i -7, |
cos(Q) =——— = cos(a) =0,5774...= o = 54,74°.
- |
Da der Winkel der Dachplatte zur Vorbauseite stumpf ist, berechnet er sich zu
180° — o = 125,26°. 15
f) | Ohne Dachaufsatz entsteht ein Schatten auf der Wand, der auch den Teil der
Wand umfasst, den der Dachaufsatz abdeckt. Der Grund dafiir ist, dass der
Punkt Spy, einen halben Meter hoher auf der Wand ist als der Punkt D — unab-
hingig von der Position der Lichtquelle im zuldssigen Bereich.
Teile des Schattens auf der Wand fallen jetzt also auf den Dachaufsatz.
Befindet sich die
Sovse w2 Savs Lichtquelle in B, so
1\ ‘ ergibt die Dachkante
V,D als Schatten die
Kante DSzy», die
oberhalb von W,Sz»
verlauft. Die obere
Begrenzungslinie des
Schattens hat sich
also veridndert.
Bewegt sich die
Lichtquelle von B
aus nach rechts, so
Yz 4 y  hahert sich der
ya Schattenpunkt Spy,
A4 dem Punkt S, (bei
X stets gleicher x;-
Koordinate) und die
Steigung der Kante W,Spy, wichst, sodass fiir P (6|-213) der Punkt D auf dieser
Kante liegt. Der Dachaufbau verdndert nun die oberen Begrenzungslinien nicht
mehr, bis sich die Lichtquelle in P (61213) befindet. Ab dort bis zum Punkt C tritt
der zum oberen Fall symmetrische ein.
Argumentation z.B. mit einer Skizze in der x,-x;-Ebene moglich, die auf den
Ergebnissen aus d) basiert. 10
Insgesamt 100 BWE | 25 | 50 | 25
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A X3
C
Q
D72
W W
4 - 3
_—
P
/
V, N
W a N
vy l Z \J 2
=]
N
—
Vi
)Xz
2 - ; 2
1
N
Z
b)
T
g
J
1
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Stochastik 1

ll.1 Sportschuhe

Ein Sportschuhhersteller verkiindet, dass sein neuestes Produkt bei 99 % seiner Kunden die Sprintleis-
tung verbessern wird.

a) Geben Sie an, was gewihrleistet sein muss, damit die Anzahl X der Kunden ohne Verbesserung
ihrer Sprintleistung als binomialverteilt angenommen werden kann. Nennen Sie aulerdem Griinde,
die dagegen sprechen.

Die ZufallsgroBe X beschreibe wie in a) die Anzahl der Kunden, deren Sprintleistungen sich nicht
verbessert haben. X wird im Folgenden als binomialverteilt mit der aus den Herstellerangaben folgen-
den Wahrscheinlichkeit von 0,01 angenommen.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass von 100 Kunden hochstens einer keine Verbesserung
der Sprintleistung feststellt.

¢) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass von 500 Kunden mehr als 3 keine Verbesserung der
Sprintleistung beobachten.

d) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass von 950 Kunden bei mindestens 12 von diesen keine
Verbesserung der Sprintleistung eintritt.

e) Ineinem kleinen Leichtathletik-Verein schwirmen die Mitglieder von dem neuen Schuh und be-
haupten, bei allen hitten sich die Leistungen verbessert.

Untersuchen Sie, ob in einem Grof3verein die gleiche Euphorie ausbrechen konnte.

Es liegt auf der Hand, dass bei der Betrachtung hinreichend vieler Personen auch solche dabei
sein werden, die keine Verbesserung der Sprintleistung feststellten.

Ermitteln Sie daher die Mindestanzahl von Vereinsmitgliedern, ab der die Wahrscheinlichkeit,
dass bei allen Mitgliedern Leistungsverbesserungen zu beobachten sind, unter 0,05 % sinkt.

f) Die Zentrale fiir Verbraucherschutz hilt die allgemeine Begeisterung fiir iibertrieben. Sie mochte
ihre Skepsis durch einen Signifikanztest auf dem 5 %-Niveau belegen und dazu 950 Schuhbesitzer
aus einer reprisentativen Stichprobe befragen.

Bestimmen Sie einen entsprechenden Test.

g) Bereits nach einem halben Jahr sinken die Verkaufszahlen der Sportschuhe signifikant.
Die Werbeabteilung mochte deswegen eine Kampagne starten, um den Bekanntheitsgrad des Pro-
dukts wieder iiber 80 % zu heben.
Die Finanzabteilung hilt dies fiir iiberfliissig. Der Bekanntheitsgrad ldge bereits iiber 80 % und die
Ursache fiir das Sinken der Verkaufszahlen sei eher in der Qualitét der Konkurrenzprodukte zu su-
chen.

Bestimmen Sie die Hypothesen, die hinter diesen Behauptungen stehen, und beschreiben Sie,
durch welches Vorgehen und welche Ergebnisse die jeweiligen Verfechter sich von ihren Stand-
punkten abbringen lieen.
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I

Es wird eine ,,ergebnisoffene “ zusammenhdngende Darstellung erwartet, 7.B.:
Die Unabhiéngigkeit der Ergebnisse muss gewéhrleistet sein. Sie ist es nicht,
sobald ein Sportler aufgrund der Erfahrungsberichte anderer seine Erwartungs-
haltung anpasst.

Es muss davon ausgegangen werden, dass die Sportler ihre eigene Leistung ob-
jektiv bewerten, d.h. dass sie auch andere Faktoren, welche die Sprintleistung
nicht besser werden lassen, erkennen. Tagesform, Klima, Halle oder Stadion
usw. konnen sich negativ auf die Leistung auswirken, unabhéngig von der Qua-
litdat des neuen Schubhs.

10

b)

100 100 1 99
PX<1)=0,99"+ " " 1:0,01'-0,99” =73,58%

10

c)

500 500
P(X >3)=1—0,995°°—( | j~0,011~0,99499—{ ) }0,012-0,99498—

500
( ; j-o,of -0,99%7

=73,64% .

10

d)

Es gilt 6= \/950 -0,01-0,99 = \/9,405 > 3. Damit kann die Binomial- durch die
Normalverteilung approximiert werden. Die Anwendung der integralen Néhe-
rungsformel mit Hilfe der Tafel fiir die GauBsche Integralfunktion fiihrt zu

11,5-9,5

/9,405

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei mindestens 12 von 950 Kunden keine Verbes-
serung der Sprintleistungen eintritt, ist etwa 26 %.

P(X 212)=1-P(X Sll)zl—d{ jz1—®(0,65)z0,26.

15

Gesucht ist die kleinste natiirliche Zahl n, fiir die gilt 0,99" <0,0005 .

lg 0,0005

~756,28.
lg 0,99

Es ergibt sich n >

In einem Verein mit mehr als 756 Mitgliedern ist die Wahrscheinlichkeit, dass
sich bei allen Mitgliedern die Sprintleistungen verbessern, kleiner als 0,05%.
In einem GroBverein wird eine Euphorie also kaum ausbrechen.

10
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III

Es sei p die Einzelwahrscheinlichkeit, dass bei einem Kunden durch den Schuh-
kauf keine Verbesserung der Sprintleistung eintritt. Die Verbraucherschutzzent-
rale wird die Nullhypothese Hy: p < 1% zu verwerfen versuchen.

Viele unzufriedene Kunden sprechen gegen die Nullhypothese. Es sei X die
Anzahl unzufriedener Kunden unter den 950 Kunden. Gesucht ist eine kleinste
Grenze g, sodass P(X >glH;)<5%.

Nunist P(X >glH;)<P(X > gl p=0,01). Man bestimmt daher g so klein wie

moglich, damit die rechte Seite kleiner oder gleich 5 % wird. Wie in d) kann die
Normalverteilung zur Approximation verwendet werden:

g+Q5—%5]

19,405

g+0,5-9,5

/9,405

P(X >g|p=0,01)=1—P(XSglp=0,01)z1—<b(

¢[§i9£;2§ ~1,65 und daher ist

\9,405

g=14,...

]: 0,95 . Die Tabelle liefert

Die Nullhypothese sollte also verworfen werden, wenn mehr als 15 der Befrag-
ten keine Verbesserung der Sprintleistungen durch den neuen Schuh erfahren
haben.

10

20

g)

Bezeichne p den Bekanntheitsgrad des Produkts.

Dann vertreten die Werber die Meinung, dass p < 0,8. Sie lassen sich nur durch
signifikant grofle Stichprobenergebnisse vom Gegenteil iiberzeugen.

Die Finanzabteilung vertritt den Standpunkt, dass p > 0,8. Sie dndert ihre Mei-
nung nur durch signifikant kleine Stichprobenergebnisse.

Andere in sich stringente Losungen sind ebenfalls als richtig zu bewerten.

15

Insgesamt 100 BWE

20 | 60

20
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Stochastik 2
lll.2 Lichterkettenproduktion

Eine Firma stellt hochwertige Lichterketten fiir den Einsatz im AuBlenbereich her, die durch ihre spe-
zielle Konstruktion, bei der die einzelnen Glithlampen — im Volksmund auch Gliihbirnen genannt —
fest eingelotet werden, jedem Wetter standhalten sollen. Die Ketten werden an die Abnehmer mit fol-
gender Garantie verkauft: Wenn die Lichterkette nicht einwandfrei funktioniert, so erhélt der Kunde
20 als Entschadigung.

Bei der Produktion sind zwei voneinander unabhéngige Fehler moglich:

- Die Glithlampen konnen bereits vor dem Einloten defekt sein. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine
Gliithlampe defekt ist, betrdgt erfahrungsgemil 4 %.

- Der Zusammenbau der Kette kann fehlerhaft erfolgen, z.B. indem ein Kontakt (oder mehrere)
nicht richtig gelotet wird. Die Wahrscheinlichkeit fiir fehlerhaften Zusammenbau einer Kette be-
tragt erfahrungsgemif 5 %.

Eine Lichterkette enthilt 24 Glithlampen.
a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine Lichterkette einwandfrei funktioniert.

b) Ein Kunde hat eine defekte Lichterkette reklamiert. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass in dieser Kette alle Glithlampen heil sind und damit der Fehler nur im Zusammenbau liegt.

c) Es gehen gleich nach Verkaufsbeginn viele Garantieanspriiche bei der Firma ein. Die hohen Kos-
ten geben den Verantwortlichen zu denken. Daher beauftragen sie einen Stochastiker, um die
Griinde zu kldren. Dieser berechnet zunédchst den Erwartungswert der Garantiekosten fiir 1 000
verkaufte Lichterketten. Berechnen auch Sie diesen Wert.

Anschliefend wird in der Firma diskutiert, ob man nicht besser die einzelnen Glithlampen vor dem
Zusammenbau oder auch die fertig gestellte Kette vor dem Verkauf kontrollieren sollte. Ein Mitarbei-
ter stellt die Kosten fiir die Kontrolle zusammen: Jede Funktionskontrolle einer Glithlampe kostet

0,06 , die Kontrolle der Kette 0,40 . Dabei hat er die Kosten fiir den Arbeitsplatz und die Arbeitszeit
des Priifers beriicksichtigt.

Nun soll die Summe der zu erwartenden Kontroll- und Garantiekosten fiir drei verschiedene Moglichkei-
ten berechnet werden (siehe Aufgabenteile d) bis f)), und zwar fiir jeweils 1000 zum Verkauf kommende
Ketten. Die Gesamtkosten will man dann mit dem in c) berechneten Erwartungswert vergleichen.

d) Fall 1: Es werden nur die Lampen kontrolliert.
Bestimmen Sie die Zahl der durchschnittlich zu kontrollierenden Lampen, damit man 24 funktio-
nierende Lampen erwarten kann.
Da keine Kontrolle der Kette erfolgen soll, kommen dennoch defekte Ketten zum Verkauf. Be-
stimmen Sie fiir diesen Fall die Summe der zu erwartenden Kontroll- und Garantiekosten.

e) Fall 2: Es werden nur die fertigen Ketten kontrolliert.
Wenn die Ketten kontrolliert werden, kommen natiirlich nur brauchbare Ketten in den Verkauf.
Ermitteln Sie die Summe der zu erwartenden Kontroll- und Garantiekosten.

f) Fall 3: Es werden die Lampen und die Ketten kontrolliert.
Bestimmen Sie die Summe der zu erwartenden Kontroll- und Garantiekosten, wenn sowohl die
einzelnen Glithlampen als auch die fertigen Ketten kontrolliert werden.

g) Mit den so bestimmten Gesamtkosten ist der zustindige Betriebswirtschaftler nicht einverstanden.
Er meint, dass man die Materialkosten und die Arbeitszeit fiir den Zusammenbau der Ketten eben-
falls beriicksichtigen muss und zwar mit 3  pro Kette, unabhiingig davon, ob die Kette in den
Verkauf geht oder bei einer Kontrolle aussortiert wird. Die Materialkosten fiir aussortierte Gliih-
lampen will aber auch er vernachlédssigen.

Ermitteln Sie unter dieser Annahme das kostengiinstigste Kontrollverhalten der Firma.
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I

Jede einzelne Glithlampe muss funktionieren und auch der Zusammenbau muss
korrekt erfolgt sein. Also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit ca. 36 %:

0,96 -0,95 = 0,3566 .

10

b)

Die Losung erfolgt tiber die Berechnung einer bedingten Wahrscheinlichkeit bei
geeigneter Definition von Ereignissen:
A: Alle Glithlampen sind heil. B: Die Lichterkette ist defekt.

Gesucht ist P(A | B):

Gegeben ist in der Aufgabe P(A N B) = 0,96* 0,05 =0,0188 ,
und mit Aufgabenteil a) erhilt man P(B) = 1 — 0,3566 = 0,6434.
0,0188
0,6434
Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler nur im Zusammenbau ist knapp 3 %.

Alsoist P(A | B) = =(0,0292.

15

c)

Da fiir jede defekte verkaufte Kette 20 anfallen, ergibt sich mit dem Wert aus
a) fiir 1 000 Ketten (1 —0,3566)-20 - 1000 =12 868

10

d)

Fall 1: Da 4 % aller Gliihlampen defekt sind, erwartet man bei 25 gepriiften
Lampen durchschnittlich 24 Lampen, die funktionieren. (25-0,96 = 24). Es fal-
len somit Kontrollkosten von 25-0,06 = 1,50 pro zusammengebauter Kette
an.

Wegen Fehlern bei Zusammenbau sind aber durchschnittlich 50 von 1 000 ver-
kauften Ketten dennoch defekt, also muss man mit 50-20 =1000 Garantie-
kosten rechnen.

Die zu erwartenden Kontroll- und Garantiekosten betragen
1000-1,50 +1000 =2500 .

15

Fall 2: Damit 1 000 Ketten in den Verkauf kommen, miissen durchschnittlich
1000
0,96*-0,95
kosten sind somit 2 804-0,40 =1 121,60 . Garantiekosten entfallen, da alle

verkauften Ketten intakt sind.

=~ 2804 Ketten kontrolliert werden. Die zu erwartenden Kontroll-

15

Fall 3: Wie unter d) berechnet, betragen die Kontrollkosten zur Gewinnung einer
Kette mit intakten Glithlampen im Mittel 1,50 . Da jetzt 95% aller zu priifenden
Ketten intakt sind, muss man 1 000 : 0,95 = 1 053 Ketten mit intakten Glithlam-
pen weiter priifen.

Die Kontrollkosten und damit die zu erwartenden Gesamtkosten betragen somit
1053-(1,50 +0,40 )=2000,70 .

15
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g) | Fir jede zusammengebaute Kette miissen jetzt Kosten in Hohe von 3 zusitz-
lich beriicksichtigt werden.

Damit erhilt man ohne Kontrolle 15 868 , da bei 1 000 verkauften Ketten auch
nur 1000 zusammengebaut werden (12 868 + 1 000-3 ).

Im Fall 1 erhilt man aus dem gleichen Grunde 2 500 +1000-3 =5 500

Im Fall 2 werden 2 804 Ketten zusammengebaut, also betragen die Kosten jetzt
1121,60 +2804-3 =9533,60

Im Fall 3 werden 1 053 Ketten zusammengebaut, also betragen die Kosten jetzt
2000,70 +1053-3 =5159,70

Unter dieser Annahme ist es am giinstigsten, alles zu priifen (Fall 3). 20

Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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