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t Zykloide

Apollonius von Pergi, 200 v. Chr.

1. Wenn ein Kreis vom Radius r auf einer Geraden abrollt, dann heifit die Kurve, die ein
beliebiger Punkt des Kreises beschreibt, eine Zykloide.
Sei der Rollwinkel der Parameter t. In der Abbildung stimmt der Punkt P fiir ¢ = 0 mit
dem Ursprung iiberein. Die Parameterdarstellung

der Zykloide lautet (unmittelbar einsichtig): x(t) = r(t —sint), y(t) = r(1 — cost)

AY

2. Auf einem Kreis vom Radius 7 rollt ein zweiter Kreis, ebenfalls vom Radius 7, ab. Es entsteht
eine Kardioide (Herzkurve). Bestéitigen Sie, dass eine Parameterdarstellung lautet:

x(t) =r (2 cost—cos 2t), y(t)=7r(2sint —sin 2t).

Die Kardioide gehort zu den sogenannten Epizykloiden. Sie werden durch einen Punkt eines Kreises
beschrieben, der aufien auf dem Umfang eines festen Kreises abrollt. Wird der bewegliche Punkt
im Innern des festen Kreises abgerollt, entsteht eine Hypozykloide (Epizykel, griech.: aufgesetzter
Kreis).
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+ Rollkurven

3. In einem Getriebe bewege sich eine Stange AB von der Lénge s so, dass die Endpunkte A
und B in je einer geraden Schiene gleiten, die aufeinander senkrecht stehen. Zeigen Sie, dass
ein Punkt P der Stange dabei eine Ellipse beschreibt und geben Sie deren Gleichung an.

4. Ein Kreis vom Radius r rollt innen auf einem Kreis vom Radius 2r ab. Zeigen Sie, dass
ein Punkt P des kleinen Kreises periodisch den Durchmesser des grolen Kreises durchléuft.
(Umsetzung einer Kreisbewegung in eine geradlinige Bewegung, Cardano, 1570).
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+ Tangenten der Zykloide

x(t) = r(t —sint)
y(t) = r(1 —cost)

dy
dy _ @
de — dzx
dt

rsint sint

r—rcost - 1 —cost

Die Tangente verldauft durch den Scheitelpunkt des Rollkreises in der zugehorigen Lage.
Zum Nachweis wird das rechtwinklige Dreieck (Thales) in zwei kongruente Dreiecke zerlegt.
Das Weitere ist offensichtlich.

Roberval gelang 1638 eine Tangentenkonstruktion.
In Leibniz’ Tangentenkonstruktion wird die obige Parameterdarstellung der Zykloide
nicht benétigt (siche Leibniz’ Kalkiil).
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http://groolfs.de/AnalysisTeil1pdf/Leibnizcalculus1.pdf

+ Bogenlédnge der Zykloide

s(2m)

to
r/\/2(1 — cost) dt
0

= r(t —sint)
= r(1 —cost)

to

- [vErpa

0

to
/\/7’2(1 — cost)? 4 r2sin®*t dt
0

1 —cost = 2sin?

to

.t
2r/sm§ dt
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+ Bogenelement

Das (einfache) Bogenelement der Zykloide ds = 2 sin% dt (r =1) kann mit einer Grafik
ohne die Parameterdarstellung ermittelt werden.

Y

Die Rollbewegung um dt wird in eine Verschiebung um dt und eine Drehung mit dt¢ zerlegt.
Die gefarbten Dreiecke sind dhnlich. Die gleichlangen Schenkel stehen paarweise senkrecht
aufeinander. Das kleine blaue Dreieck ist infinitesimal zu betrachten.

Seine Seiten sind um den Faktor dt kleiner als die des groflen Dreiecks.

Das ergibt ds = 2 sin% dt.



+ Zykloidenbogen

Der blaue Zykloidenbogen ist doppelt so lang wie die blaue Strecke, Pascal 1658.

Die Lénge des Zykloidenbogens betragt L = 4r — 4r(1 — cos %) = 4r cos %
Das Weitere ist offensichtlich.



+ Kriimmungskreisradius der Zykloide

Y

Der Tangentenwinkel zum Winkel ¢ betragt a(t) = 5 + g —
und zum Winkel dann a(t+dt) = +5 —( ).

Die abs. Tangentenwinkeldnderung bei weiterer Drehung um 7 betrégt damit stets

Kriimmungskreisradius

ds

R=

2rsin%dt p o sin L g
=g s =2rsing t
2

_ it
= 4r51n2
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Die Kurve, auf der die Kriimmungs-
kreismittelpunkte liegen, heifit Evolute.



+ Natiirliche Gleichung der Zykloide
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Um nachzuweisen, dass die Evolute der Zykloide eine Zykloide ist,

soll von der natiirlichen Gleichung R = R(s) der Zykloide ausgegangen werden.

Hierbei wird der Kriimmungskreisradius in Abhéngigkeit von der Bogenldnge dargestellt.
Die Form der Kurve - nicht die Lage in der Ebene - ist hierdurch festgelegt. Dies dhnelt
der Charakterisierung durch eine Differentialgleichung.

Sei r = 1.

Als Anfangspunkt fiir die Bogenldnge kann (7,2) gewéahlt werden.

s = él—él(l—cosi):élcosE

2 2
_ 0t
R—451n2

R?* + s* = 42 (sin

(.

[\
N[+
(@)
o
o)
N |+
\\_/
I
B
no



+ Die natiirliche Gleichung der Evolute

Gegeben ist die natiirliche Gleichung R = R(s) einer Ausgangskurve K.
Gesucht ist die Gleichung R* = R*(s*) der Evolute.

ds* = dR |/
s* =R

Fiir die Zykloide mit der Gleichung R? = 16 — s? erhalten wir:

« _ pdR
R _Rds
—2s
=16 — s2 ——
s 24/16 — s2
= —s
R*? = s2=16— R? = 16 — s*2 beachte s* =R

Mit R** =16 — s*? liegt eine Zykloide vor.



+ Evolvente

Betrachten wir die Ausgangskurve K im Hinblick auf die Evolute E.

Die Normalen von K tangieren £ hiillen £ sogar ein.

K entsteht durch Abwicklung eines an E tangential gefiithrten Fades einer bestimmten Linge.
Verschiedene Fadenldngen erzeugen Parallelkurven.

K heifit Evolvente (Abwickelnde).

Eine Kurve ist die Evolute jeder ihrer Evolventen.

Mit ds* = dR
s* =R

«_ pdlt
R* = R

ergibt sich die Formel fiir die Evolventengleichung.

R = s*
*
ds = %ds*

Fiir einen Kreis R* = r lautet die Evolvente R? = 2rs. )
Erneute Evolventenbildung fiihrt zur Sturmschen Spirale R? = %TSQ (Ubung).
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+ Evolvente der Zykloide

Y

Nun sollte klar sein:
Die in (m, —2) befestigten Faden haben die gleiche Lénge 4.

Drehen wir die Grafik um 180° so haben wir die Abbildung eines Zykloidenpendels.

Die Tautochronen-Eigenschaft (siehe Leibniz’ Kalkiil) bewirkt, dass die Schwingungsdauer
unabhéngig von der Auslenkung ist, Huygens 1673. Der Differentialkalkiil stand ihm noch
nicht zur Verfiigung.
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+ Die Astroide als Evolute der Ellipse

Ellipse in Parameterdarstellung
x(t) = acost
y(t) = bsint

(x - xm>2 + (y - ym)2
2(:E - xm) + 2(y - ym)y/
1+ y/2 + yy// o ymy//

1_+_y/2
Ym = Y+ m
Yy
) _ _1_'_3/12‘ ,

"

Astroide in Parameterdarstellung
a2 - b?

Tr =, = cos? ¢

62 2

a
Y=Ym = b

sin® ¢

Kriimmungskreis

zweimaliges implizites Differenzieren

Genaueres sieche Kriimmung

@_%_ b cost
dv — dzr ~  asint
dt
dy dt _dy 1 _ b
dt “dr — dt dr T g2¢indy

dt

_ a?sin®t + b?sint — b2 sin® ¢
—b

62

a’—
moglich: y = b sin® ¢
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+ Evolventen der Parabel

T
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Ein in P tangential gespannter Faden wird um die Parabel gefiihrt.
Die dariiber liegenden fiinf Punkte liegen auf Evolventen.

T=2(t), t € [t1,ta], beschreibt eine Kurve.

Die zugehorige Evolvente kann mit

Co(t) = alt) — & (1) / & ()] du

ermittelt werden.

- . . . . ' (t
c"°(t) ist der tangentiale Einheitsvektor %
t &

Er wird mit der Bogenldnge / |¢’(u)| du multipliziert, a € [ty, t5] ist frei wihlbar.

Fiir eine Parabel ¢(t) = (t,t%)7, t € [t1, 2], erhalten wir

c(t) = (1/V/1+4¢2, 2t /1 + 4t2) T,
t
die Bogenldnge / V1 + 4u? du ist mit einem CAS zu ermitteln.
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+ Kreisevolvente

rcost,rsint)’, t¢€0,2n]

—sint, cost) '

rcost +rtsint, rsint — rtcost)’

SN~— SN~— S~—
I
—~ o~ o~

rcost + (rt +a)sint, rsint — (rt + a) cost)', t &€ [~a/r, 27]

¥

Anstatt einen Faden abzuwickeln, kann auch
eine Gerade auf einem Kreis abgerollt werden.

L
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+ Schleppkurven

\Y

T =_¢C(t), t € [t1,ta], beschreibt eine Kurve.

Eine Schleppkurve kann mit
Cu(t) = &t) —é°(t) - d
ermittelt werden.
()
e’ ()]

Er wird mit einer Konstanten d multipliziert.

/o

c’°(t) ist der tangentiale Einheitsvektor

Fiir eine Parabel ¢(t) = (t,t%)7, t € [t1, 2], erhalten wir

() = (1/vV/1 + 42, 2t //1 + 412) 7.
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